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1 Préliminaires

1.1 Théorie des ensembles

Définition. Un ensemble X est dit dénombrable s’il existe une bijection ¢ : N — X. On
dit que X est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Théoréme 1.1 (sans démonstration). Soient X et Y deux ensembles.
(1) Si Y est dénombrable et il existe une injection f : X — Y, alors X est au plus

dénombrable.

(2) Si X est dénombrable et il existe une surjection f : X — Y, alors Y est au plus
dénombrable.

(8) Si A et B sont deuxr ensembles au plus dénombrables, alors A x B est au plus
dénombrable.

(4) Si, pour tout i € N, l'ensemble A; est une partie non vide au plus dénombrable de
X, alors | ;o Ai est au plus dénombrable.

Corollaire 1.2. Les ensembles Z et Q sont dénombrables.

Démonstration. Posons —N = {—-n | n € N}. Ona Z = NU —N, et N et —N sont
dénombrables, donc Z est dénombrable.

Les ensembles Z et N* sont dénombrables, donc Z x N* est dénombrable. On a une
application surjective ¢ : Z x N* = Q, (m,n) — ™, et Z x N* est dénombrable, donc Q
est dénombrable. |

Définition. Soient X et Y deux ensembles, et f : X — Y une application.
(1) Pour tout A C X, l’image de A par f est Uensemble f(A) = {y € Y | Jz €
A, flw) =y}
(2) Pour tout B CY, limage réciproque de B par f est Pensemble f~1(B) = {z € X |
f(z) € B},



Proposition 1.3 (sans démonstration mais a savoir démontrer). Soient X et Y deux
ensembles, et f : X — Y wune application.

(1) Pour tous Ay, As C X on a f(A1UAs) = f(A) U f(A2) et f(A1NAy) C f(A)N
f(As).

(2) Pour tous By,By CY ona f~1(BiUBy) = fY(By)U f(By) et f[7Y(B1NBy) =
fH(B) N fH(By).

Théoréme 1.4 (Axiome). Soit A un sous-ensemble non vide de N. Alors A admet un
plus petit élément qui se note min(A).

Théoréme 1.5 (sans démonstration). Soient X un ensemble infini et Ay, ..., A, une
collection finie de parties de X telle que X = |J_, A;. Alors il existe i € {1,...,n} tel
que A; est infini.

Théoréme 1.6 (sans démonstration). Soit A un sous-ensemble infini de N. Alors il existe
une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que A = ¢(N) = {p(n) | n € N}.

1.2 Rappels sur les nombres réels

Proposition 1.7 (sans démonstration mais a savoir démontrer). Soient x,y € R. Alors
[z 4yl < lz[+ 1yl et [lz] = [yl] < |z —yl.

Théoréme 1.8 (sans démonstration). L’ensemble (R, <) est archimédien, c’est-a-dire
que, pour tout x > 0 et tout y € R, il existe n € N tel que nx > y.

Théoréme 1.9 (sans démonstration). Soit x un réel positif ou nul. Alors x = 0 si et
seulement si, pour tout € > 0, x < €.

Théoréme 1.10 (sans démonstration). Q est dense dans R, c¢’est-a-dire :

VeeR, Ve>0, g €Q,|lz—¢q| <e.

Définition. Soit A une partie de R et z € R.
(1) On dit que = est un majorant de A si, pour tout a € A, a < z.

(2) On dit que x est la borne supérieure de A si z est un majorant de A, et x < y pour
tout majorant y de A. On note alors x = sup(A).

(3) On dit que = est un minorant de A si, pour tout a € A, a > x.

(4) On dit que z est la borne inférieure de A si x est un minorant de A, et x > y pour
tout minorant y de A. On note alors = inf(A).

Définition. Soit A une partie de R.
(1) On dit que A est majorée si A admet un majorant.



(2) On dit que A est minorée si A admet un minorant.

(3) On dit que A est bornée si A est a la fois majorée et minorée.

Théoréme 1.11 (Axiome). Soit A une partie non vide de R.
(1) Si A est majorée, alors A admet une borne supérieure.

(2) Si A est minorée, alors A admet une borne inférieure.

Définition. Soient (a,)n,eny une suite dans R et x € R. On dit que la suite (a,)nen

converge vers x, et on note lim a, =z, si :
n—oo

Ve>0,dINeN, n>N=|a, —z|<e.

Théoréme 1.12 (sans démonstration). Soient A une partie non vide de R et x € R un
magjorant de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) © =sup(A).
(b) Pour tout € > 0, il existe a € A, tel que a > = — €.

(c¢) Il existe une suite (ap)nen d’éléments de A qui converge vers x.

Corollaire 1.13. Soit (z,)nen une suite de nombres réels croissante et magjorée. Alors
(Tn)nen est convergente.

Démonstration. Posons A = {xz,, | n € N} et x = sup(A). Soit € > 0. Il existe zy € A
tel que © > xny > = —e. Soit n > N. Comme la suite (z,)nen est croissante et x est un
majorant de A, on a x > x, > xy > x — ¢, donc |z, — x| < e. Ceci montre que (z,)nen
converge Vers . O

Définition. Soit [ une partie de R. Alors [ est un intervalle si :

Ve,yel, VzeR, e <z<y=z€1l.

Proposition 1.14 (sans démonstration mais a savoir démontrer). Tout intervalle de R
est d’une des quatre formes suivantes :

(a) la,b|, avec éventuellement a = —o0, b = 400 ;
(b) la,b], avec a € R et b € RU{+o0} ;
(c) la,b], avec a € RU{—o0} etbe R ;
(d) [a,b], avec a,b € R.
On admet que |a,a|= 0 pour tout a € R.



2 Espaces métriques

2.1 Définitions et premieres propriétés
Définition. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une fonction d : X x X —
[0, +00] vérifiant les propriétés suivantes :
(1) pour tous z,y € X, on a d(z,y) = 0 si et seulement si z =y (séparation) ;
(2) pour tous x,y € X, d(z,y) = d(y,z) (symétrie) ;
(3) pour tous z,y,z € X, d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité du triangle).
On dit alors que (X, d) est un espace métrique.

Lemme 2.1. Soit (X,d) un espace métrique. Pour tous x,y,z € X, on a |d(z,z) —
d(y, z)| < d(z,y).

Démonstration. On a d(z,z) < d(x,y) + d(y, z), donc d(z,2) — d(y, z) < d(z,y). De
méme, d(y, z) — d(z,2) < d(z,y). On en conclue que |d(z, 2) — d(y, z)| < d(z,y). O

Exemple. Soient X = R et d: X x X — [0, 400 définie par d(x,y) = |z — y|. Alors
(X, d) est un espace métrique.

Définition. Soit X un espace vectoriel sur K, ou K = R ou C. Une norme sur X est
une fonction || - || : X — [0, +oo[ vérifiant les conditions suivantes :

(1)
(2) pour tous z,y € X, ||z +y|| <||z|| + ||y|| (inégalité du triangle) ;
(3) pour tous z € X et A € K, || Az|| = |A] ||z]| (homogénéité).

On dit alors que (X, || - ||) est un espace normé.

pour tout = € X, on a ||z|| = 0 si et seulement si z = 0 (séparation) ;

Exemple. Soient X =R"et ||-|| : X — [0, +o00[ 'application définie par ||(x1,...,2,)|| =

Va?+ -+ a2 Alors (X, ]| -]]) est un espace normé.

Proposition 2.2. Soit (X, ||-||) un espace vectoriel normé. Alors la fonctiond : X x X —
0, +00[ définie par d(z,y) = ||x — y|| est une distance sur X.

Démonstration. Soient x,y € X. Alors

dz,y) =0 & |lr—y[[=0 & 2-y=0 & z=y.
Soient z,y € X. Alors

d(z,y) = lz—yll =1 = (@ =)l = lly — =[] = d(y, z).
Soient z,y,z € X. Alors

d(z,2) = [lv = 2| = l(z = y) + (y = )| <z =yl + [ly = 2[| = d(z,y) + d(y,2) .
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Définition. L’application d définie ci-dessus est la distance induite par || - ||.
Exemple. Soit X un ensemble. On définit une fonction d : X x X — [0, +00[ en posant

0 siz=uy,
o,y € X, d(@,y) = { 1 sinon.
Alors d est une distance sur X, appelée distance discréte (Démonstration en exercice).

Définition. Soient (X, d) un espace métrique, x € X et r > 0. On définit la boule ouverte
de centre x et de rayon r par

B(z,r) ={y € X [d(z,y) <r}.
On définit la boule fermée de centre x et de rayon r par

B(z,r)={y € X | d(z,y) <r}.
Exemple. Soient X = R muni de la métrique standard d. Soient € R et r > 0. Alors

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On dit que A est
bornée s'il existe M > 0 tel que d(a,b) < M pour tout a,b € A.

Lemme 2.3. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie de X et ag un élément de
A. Alors A est bornée si et seulement s’il existe R > 0 tel que A C B(ag, R).

Démonstration. Supposons que A est bornée. Il existe M > 0 tel que d(a,b) < M pour
tout a,b € A. Alors d(ag,a) < M pour tout a € A, donc A C B(ag, M).

Supposons qu’il existe B > 0 tel que A C B(ag, R). Posons M = 2R. Soient a,b € A.
Comme a,b € B(ag, R), on a d(ag,a) < R et d(ap,b) < R, donc

d(a,b) < d(ag,a) + d(ag,b) <2R = M.
Donc A est bornée. O]

Définition. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie bornée de X. Alors
sup{d(a,b) | a,b € A} s’appelle le diamétre de A.

Exemple (A faire en exercice).
(1) Un ensemble muni de la distance discrete est borné de diametre 1.

(2) Soient X = R muni de la distance standard et A = N. Alors A n’est pas bornée.
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(3) Soient X = R muni de la distance standard et A = [0,1]. Alors A est bornée de
diametre 1.

(4) Soient X = R muni de la distance standard et A =|0,1[. Alors A est bornée de
diametre 1.

Théoreme 2.4. Soient (X, dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Alors les applications
di,doo : (X XY) X (X XY) = [0,+00[ définies par

di((71,91), (22, y2)) = dx (21, 72) + dy (Y1, y2)
doo((71,91), (T2, 92)) = max(dx (z1, 22), dy (Y1, Y2))

sont des distances sur X x Y.
Définition. La distance d., s’appelle la distance produit de dx et dy.

Démonstration. On démontre que d; est une distance et on laisse le cas de d,, en
exercice. Soient (x1,41), (z2,y2) € X x Y. Alors

di((z1,01), (22,92)) =0 & dx(z1,22) +dy(y1,92) =0 &
dX(l‘hxz) =0et dY(y17y2) =0 & nn=ney =y < (I1,y1) = ($2,y2)'

Soient (z1,41), (z2,92) € X x Y. Alors

di((71,91), (72, 92)) = dx (21, 72) + dy (Y1, 42) =
dx (72, 71) + dy (Y2, 11) = di((22,92), (¥1,%1)) -

Soient (z1,v1), (T2, Y2), (z3,93) € X x Y. Alors

di((z1,1), (23,93)) = dx (w1, 23) + dy (y1,93) <
dx($17$2) + dX(fL?,x?’) + dY(?Jla ?J2) + dY(y2,y3) =
di((z1,91), (w2, 92)) + di((w2, y2), (3,Y3)) -

]

Définition. Soient X un ensemble, et d;, dy deux distances sur X. On dit que d; et ds
sont équivalentes s’il existe des constantes m, M > 0 telles que

Vo,y € X, mdi(z,y) < da(z,y) < Mdi(x,y).
Lemme 2.5 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Alors les distances dy et
dso sur X XY sont équivalentes.

Démonstration. Exercice. O



2.2 Suites dans un espace métrique

Définition. Une suite a valeurs dans un ensemble X est une fonction de N dans X. On
utilisera les notations suivantes pour une suite : (z,)nen, Ou (2,)52,, ou simplement (z,,).
Pour un entier ny > 1, on appellera aussi suite une application de Ns,, dans X. On
écrira alors ()52, OU (Tn)n>no-

Définition. Soient (X, d) un espace métrique, (x,),en une suite dans X et z € X. On
dit que la suite (x,,)n,en converge vers x si :

Ve>0, AN eN,Vn > N, d(z,,z) <e.

En d’autres termes, (x,)nen converge vers x si lim d(z,,z) = 0. Dans ce cas on dit que
n—o0

x est une limite de (z,)nen et on écrit lim z, = .

n—oo
Proposition 2.6. Soient (X,d) un espace métrique et (x,)nen une suite dans X. Alors
(Tn)nen converge vers au plus un élément de X .

Démonstration. On suppose qu'il existe z,z" € X tels que (z,),en converge vers x et
vers 2’. Soit € > 0. Il existe N € N tel que, si n > N, alors d(z,,2) < 5. De méme, il
existe N € N tel que, si n > N’, alors d(z,,2') < 5. On choisit n € N tel que n > N et
n > N'. Alors

d(l‘,x,) < d(In,I) + d(l‘nl‘/) < % + g =€,

Comme cette inégalité est vraie pour tout £ > 0, on en conclue que d(x,z') = 0, donc que
x=2a. O

Proposition 2.7. Soient (X,d) un espace métrique et (z,)neny une suite dans X. Si
(Zn)nen est convergente, alors {x, | n € N} est borné.

Démonstration. Soit x = lim z,. Il existe N € N tel que, si n > N, alors d(z,,z) < 1.
n—0o0

On choisit R > 1 tel que d(x, x,) < R pour tout n € {0,1,..., N—1}. Alors d(z,,z) < R
pour tout n € N, donc {z,, | n € N} C B(z, R). Par le lemme 2.3, on en conclue que
{z,, | n € N} est borné. O

Proposition 2.8. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. On munit X XY de
la distance produit ds,. Alors une suite ((Tn,Yn))nen dans X XY converge vers (x,y) €
X XY si et seulement si (Ty)nen converge vers T et (Yn)nen converge vers y.

Démonstration. On suppose que ((Zy, Yn))nen converge vers (x,y). Soit € > 0. Il existe
N € N tel que, si n > N, alors do (20, Yn), (z,y)) < e. Soit n € N tel que n > N. Alors

Adx(p, ) < doo((Tn, Yn), (z,y)) < €.

Ceci montre que (z,)npen converge vers x. On montre de la méme fagon que (y,)nen
converge vers .



On suppose que (z,)nen converge vers x et (yy,)nen converge vers y. Soit € > 0. Il existe
Nx € N tel que, si n > Ny, alors dx(z,,z) < e. De méme, il existe Ny € N tel que, si
n > Ny, alors dy (y,,y) < e. Soit N = max(Nx, Ny). Soit n € N tel que n > N. Alors

oo (T, Yn), (2, y)) = max(dx (zn, 2), dy (yn, y)) < €.
Ceci montre que ((z,, Yn))nen converge vers (z,y). O

Proposition 2.9. Soient X un ensemble et dy,dy deux distances équivalentes sur X.
Soient (zp)nen une suite dans X et x € X. Alors (x,)nen converge vers x dans (X, dy)
si et seulement si (T,)nen converge vers x dans (X, ds).

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 2.10. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et ((Tn,Yn))nen une
suite dans X xXY. Alors la suite ((Zn, Yn))nen converge pour la distance dy si et seulement
st elle converge pour la distance d.,.

Définition. Soient X un ensemble et (x,)neny une suite dans X. Une suite extraite de
(n)nen, également appelée sous-suite de (z,,)nen, est une suite de la forme (z,, )ren, OU
(nk)ren est une suite strictement croissante d’entiers. De maniére équivalente, une suite
extraite est une suite de la forme (zg(x))ren, ot ¢ : N = N est une fonction strictement
croissante.

Exemple. La suite (zox)ren €st une suite extraite de la suite (x,,)nen.

Proposition 2.11. Soit ¢ : N — N wune fonction strictement croissante. Pour tout
keN, ¢(k) > k. En particulier, ¢(k) tend vers +o0o.

Démonstration. On démontre que ¢(k) > k par récurrence sur k. Supposons que
k=0. Alors ¢(k) = ¢(0) > 0 = k, car ¢(k) € N. Supposons que ¢(n) > n. Comme ¢ est
strictement croissante,

pn+1)>¢n)+1>n+1.

On conclue par le principe de récurrence que ¢(n) > n pour tout n € N. O

Proposition 2.12. Soit (n;);en une suite dans N. I eziste une application strictement
croissante ¢ : N — N telle que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

(a) (ng@))ien est strictement croissante.

(b) (ng@))ien est constante.

Démonstration. Pour & € N on pose Ay, = {i € N | n; = k}. Supposons d’abord qu’il
existe kg € N tel que Ag, est infini. On définit ¢(i) par récurrence sur i comme suit.
On pose ¢(0) = min(Ayg,). Supposons que ¢(0),¢(1),...,¢(i) sont définis. Comme Ay,
est infini, 'ensemble Ay, \ {¢(0),...,¢(7)} est non vide, donc il contient un plus petit



élément que 'on note ¢(i + 1). Par construction, 'application ¢ : N — N est strictement
croissante. De plus, pour tout i € N, ¢(i) € Ay,, c'est-a-dire ngi;) = ko, donc la suite
(ng(i))ien est constante.

On suppose maintenant que Ay est fini pour tout £ € N. On définit ¢(i) par récurrence
sur i. On choisit ¢y € N quelconque, et on pose ¢(0) = £y. Supposons que ¢(i) est défini.
L’ensemble B = UZZ%) Ay, est fini, donc N\ B est infini, donc on peut choisir j € N\ B
tel que j > ¢(i). Posons ¢(i + 1) = j. Soit kiy1 € N tel que ¢(i + 1) € Ay,,,. Alors
Ng(i+1) = Kit1 > Ng(i), car ¢(i+1) € N\ B. Ceci montre que ¢ : N — N est une application
strictement croissante et (n4(;))ien est une suite strictement croissante. O

Théoreme 2.13. Soient (X, d) un espace métrique, (,)nen une suite dans X, et x € X.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) 1l existe une suite (Tok))ren extraite de (Tn)nen qui converge vers .
(b) Pour tout e > 0 et tout N € N, il existe n > N tel que z,, € B(z,¢).

Démonstration. Supposons qu'il existe une suite (zg))ren extraite de (z,)nen qui
converge vers x. Soient ¢ > 0 et N € N. Il existe K € N tel que, si £ > K, alors
d(z,z4m)) < €. On choisit £ > K tel que ¢(k) > N et on pose n = ¢(k). Alors n > N
et d(z,z,) = d(r,z4m)) < €, cest-a-dire z, € B(z,e). Ceci montre que la deuxieme
condition du théoreme est vérifiée.

Réciproquement, supposons que la deuxieme condition est vérifiée. On construit une
fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que d (x4, z) < 27% pour tout £ € N. En
appliquant I'hypothese a e = 1 et N = 0, on a qu'il existe ¢(0) € N tel que d(z4(), ) < 1.
Supposons que ¢(0), ..., ¢(k) sont construits. En appliquant I'hypothese a N = ¢(k) + 1
et ¢ = 27F=1 on obtient I'existence d’un nombre n > ¢(k) tel que d(x,,x) < 27%71. On
pose alors ¢(k 4+ 1) = n. Il est clair que la suite (24k))ren converge vers . O

Définition. Lorsqu’une des conditions équivalentes du théoreme 2.13 est satisfaite, on
dit que x est une valeur d’adhérence de (x,,)nen.

Exemple. Considérons la suite (x,),en définie par x, = (—1)". Pour tout & € N on
a x9, = 1, donc 1 est valeur d’adhérence de (z,)nen. De méme, o1 = —1 pour tout
k € N, donc —1 est aussi valeur d’adhérence de (x;,),en.

Proposition 2.14. Soient (X, d) un espace métrique, (T,)nen une suite dans X, et
x € X. On suppose que (T, )nen cONVETge VETS .

(1) Toute suite (xyk))ren extraite de (Tn)nen converge vers x.

(2) x est unique valeur d’adhérence de (x,)nen-

Démonstration. Exercice. O



2.3 Espaces vectoriels normés

Définition. Soient n € N*, p € [1,4+oc[ et K =R ou C. Pour x = (z1,...,2,) € K" on

pose
RS
lell, = <Z m-wp) .
=1

|z||oo = max(|x;| |7 € {1,...,n}).

Par ailleurs, on pose

Définition. Soit p €|1,+oco[. Alors l'ezposant conjugué de p est q = ]%. Remarquer
que g €]1, 400 et

1 1

-+-=1.

p q
Remarquer aussi que, si q est ’exposant conjugué de p, alors p est 'exposant conjugué de

q.

Théoréme 2.15 (Inégalité de Young). Soient p €]1,+o0[ et ¢ son exposant conjugué.

Pour tous a,b € Rsy on a
al b
ab < —+ —.
p q

Démonstration. Assertion. Soient x,y € R.g et t € [0,1]. Alors

In(tz + (1 —t)y) >t In(z) + (1 — ¢) In(y).

Démonstration de ’assertion. Exercice.

Le théoreme est évident si a = 0 ou si b = 0. On peut donc supposer que a,b > 0. En
appliquant I'assertion a x = a?, y = b, t = % et (1—1t)= % on obtient

a? b 1 1
ln(——i——)Z—lnap—l——lan = In(ab) .
i [ (a”) . (0%) = In(ab)

En appliquant I'exponentiel des deux cotés et en utilisant que x +— e® est croissante, on
déduit I'inégalité du théoreme. O]

Théoreme 2.16 (Inégalité de Holder). Soient K = R ou C et © = (v1,...,2,),y =
(Y1, - .- Yn) deuzx vecteurs de K". Soient p €]1,4+00| et g son exposant conjugué. Alors

n
> lzil < lelly llylly -
=1

Démonstration. Exercice. L]
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Théoréme 2.17 (Inégalité de Minkowski). Soient K =R ou C, x,y € K" et p €]1, +o0|.
Alors ||z +yllp < llzlly + [lyllp-

Démonstration. Soit g I'exposant conjugué de p. Rappelons que ¢ = -£-. Pour tout

p—1
ie{l,...,n}ona
i+ yil? = |2+ gl s+ wlP ™ < il s 4wl Lyl |2+ gl
Soit z = (|Jz1 + w1 [P7Y, ... |2n + ya[Ph). Alors

1\ p-1
g

1
n q n
I2llq = (Z |ﬂsi+yz-\“p‘”> = <Z|wi+yi!”) = llz+yly "
i=1 =1

En appliquant I'inégalité de Holder on obtient alors

n

e+l =D lwi+uil? <Yl [z + w4 Dyl lws + P <

i=1 i=1 =1
(llly + lyllo) 1zl = (=l + lyllp) 1z + 5157 -

Si ||z +y|l, = 0, alors il n’y a rien a démontrer. Sinon, on peut diviser des deux cotés de
inégalité par ||z + y|[5~' pour obtenir 'inégalité du théoréme. O

Théoréme 2.18. Soient K =R ou C et p € [1,+oo[U{oc}. Alors || - ||, est une norme
sur K.

Démonstration. Les cas p = 1 et p = oo sont laissés en exercice. On peut donc supposer
que p €]1, +oo[. Soit z = (x1,...,z,) € K". Alors

lzll, =0 & Y |ulP =0 Vie{l,...,n}, 2,=0 & z=0.

=1

Soient x = (z1,...,2,) € K" et A € K. Alors

Az, = (Z |/\x,~|p> = [l (Z Iﬂ%l”) = (Al -
=1 =1

Soient x,y € K". Alors, par le théoreme 2.17, ||z + y||, < |||, + |¥ll,- O

Définition. Soient K = R ou C, X un espace vectoriel sur K, et ||-||; et ||-||2 deux normes
sur X. On dit que || - ||; et || - ||2 sont équivalentes s’il existe des constantes m, M > 0
telles que, pour tout x € X, on a

mllzlly < flzlls < Mzl .

11



Lemme 2.19. Soient K =R ou C, X un espace vectoriel sur K, et || - ||; et || - ||z deux

normes sur X. On note dy la distance sur X associée a || - ||1 et da la distance associée a
|- |l2. Alors || - ||1 et || - || sont équivalentes si et seulement si dy et dy sont équivalentes.
Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.20. Soient K=R ou C, n € N5y et p,q € [1,4+00[U{cc}. Alors || - |, et
| - |l4 sont des normes équivalentes de K",

Démonstration. Soit p € [1, +oo[. Soit z = (x1,...,z,) € K". Alors

n
(lzllp)? =Y laal” < nmax(fzl” | 1 < i < n) = (2] )7,
i=1

donc ||z]l, < n7||z|l. Par ailleurs,

n

(lzllp) =Y |2l > max(ja:f” | 1 < i < n) = ()

i=1

donc ||z, > ||#]|s. Donc, pour tout z € K",
1
2]l < [l2llp < n7l[]leo

Ainsi, chaque || - ||, est équivalente a || - ||, donc elles sont toutes équivalentes entre

elles. 0

2.4 Ouverts et fermés dans un espace métrique

Définition. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie A de X est un ouvert de X si,
pour tout a € A, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.

Exemple.
(1) Soit (X,d) un espace métrique. Alors X et () sont des parties ouvertes de X.

(2) Soit X = R muni de la distance standard. Soient a,b € R tels que a < b. Alors
Ja, b[ est une partie ouverte de R. Par contre, [a, b n’est pas ouvert.

Proposition 2.21. Soient (X, d) un espace métrique, r > 0 et xg € X. Alors la boule
ouverte B(xq,r) est une partie ouverte de (X, d).

Démonstration. Sir = 0, alors B(zg,7) = (), qui est ouvert. On peut donc supposer
que 7 > 0. Soit a € B(zg,r). Posons p = r — d(z¢,a). Comme d(zg,a) < r, on a p > 0.
Soit z € B(a,p). On a

d({L’Q,Z) S d(an CL) + d(a'a Z) < d(il?o,a) + p=r,
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donc z € B(xg,r). Donc, B(a,p) C B(xg,r). Ceci montre que B(zg,7) est une partie
ouverte. [

Proposition 2.22. Soient X un ensemble, et dy,dy deux distances sur X. On suppose
que dy et dy sont équivalentes. Soit A une partie de X. Alors A est ouvert dans (X, dy)
si et seulement si A est ouvert dans (X, ds).

Démonstration. Par hypothese, il existe des nombres m, M > 0 tels que, pour tous
z,y € X, mdy(z,y) < do(z,y) < Mdy(z,y). Soit A une partie ouverte de (X, d;). Soit
a € A. Alors il existe 7 > 0 tel que By, (a,r) C A. Posons € = mr. Pour tout € X, on a

do(a,z) <e = mdi(a,z) <e=mr = di(a,z) <r.

Donc la boule By, (a, €) est contenue dans By, (a, ), qui est contenue dans A. Ceci montre
que A est ouvert dans (X, ds). La démonstration de la réciproque est identique. O]

Proposition 2.23. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie de X et x € X. Il
existe une suite d’éléments de A qui converge vers x si et seulement si, pour tout r > 0,

B(z,r)N A # 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite (a,),en dans A qui converge vers x.
Soit » > 0. Il existe N € N tel que, si n > N, alors d(a,,z) < r. En particulier,
d(an,z) < r, c’est-a-dire ay € B(z,r) N A. Ceci montre que B(x,r) N A # ().

Supposons que, pour tout r > 0, B(x,r) N A # (. Pour tout n € N on peut choisir
a, € B(z,27™") N A. Alors (ay,)nen est une suite dans A qui converge vers x. O

Théoréme 2.24. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Alors A est
une partie ouverte de X si et seulement si A vérifie la propriété suivante :
(x) Pour toute suite (x,)nen d’éléments de X qui converge vers un élément de A, il
existe N € N tel que z,, € A pour tout n > N.

Démonstration. Supposons que A est ouvert. Soit (z,)neny une suite dans X qui
converge vers un élément a € A. Comme A est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.
Alors il existe N € N tel que, pour tout n > N, z,, € B(a,r) C A.

Supposons que A n’est pas ouvert. Il existe a € A tel que, pour tout r > 0, B(a,r) € A.
En particulier, pour tout n € N on peut choisir z,, € B(a,27") tel que =, ¢ A. Alors
(Zn)nen est une suite dans X qui converge vers a € A et, pour tout N € N, il existe
n > N tel que z,, € A. O]

Définition. Une partie A d’'un espace métrique (X,d) est une partie fermée si son
complémentaire X \ A est ouvert.

Théoréme 2.25. Soient (X, d) un espace métrique, r > 0, et xy € X. Alors la boule
fermée B(xo,1) est une partie fermée de X.
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Démonstration. On pose U = X \ B(xg,r). Soit a € U. Posons p = d(xg,a) — 7.
Remarquer que d(zo,a) > r, donc p > 0. Pour z € B(a, p) on a

d([[‘o,Z) Z d(l‘[ba) - d(a7 Z) > d(fﬁm(l) —p=r,

donc z € U. Donc, B(a,p) C U, ce qui démontre que U est ouvert, donc que B(x,r) est
fermé. O

Théoréme 2.26. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X. Alors A est
fermée si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

(x) Pour toute suite convergente (ay,)nen d’éléments de A, la limite de (ay,)nen appartient

a A.

Démonstration. Supposons que A est fermé. Soit (a,,)nen une suite dans A qui converge
vers un élément x € X. Si on avait z € X \ A, alors comme X \ A est ouvert, par le
théoreme 2.23, il existerait N € N tel que a, € X \ A pour tout n € N. Ceci est une
contradiction, donc = € A.

Supposons que A n’est pas fermé, c’est-a-dire X \ A n’est pas ouvert. Il existe z € X \ A
tel que, pour tout r > 0, B(z,r) € X \ A. En particulier, pour tout n € N, on peut
choisir a, € B(x,27") tel que a,, &€ X \ A, c’est-a-dire a,, € A. Alors (a,)nen st une suite
dans A convergente et sa limite n’appartient pas a A. O]

Définition. Soit X un ensemble et {A4; | ¢ € I} une famille non vide de parties de X.
L’union des A; est

JAi={zeXx|3iel, zeA}.

i€l
L’intersection des A; est

(Ai={reX|Viel, xeA}.

el

Proposition 2.27. Soient X un ensemble et {A; | i € I} une famille non vide de parties
de X. Alors

X\ (UAZ) =X\ A) et X\ (ﬂAZ) = Jx\4).

icl i€l el i€l

Démonstration. Exercice. O

Théoréeme 2.28. Soit (X, d) un espace métrique.
(1) Une union quelconque de parties ouvertes de X est une partie ouverte de X.

(2) Une intersection finie de parties ouvertes de X est une partie ouverte de X .
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(8) Une union finie de parties fermées de X est une partie fermée de X.

(4) Une intersection quelconque de parties fermées de X est une partie fermée de X.

Démonstration. Partie (1) : Soient {U; | i € I} une famille non vide d’ouverts de X et
U = U, Ui. Soit x € U. 1l existe ig € I tel que x € U;,. Comme U;, est ouvert, il existe
r >0 tel que B(z,r) C U;, C U. Ceci montre que U est ouvert.

Partie (2) : Soient {Uy,...,U,} une famille finie d’ouverts de X et U = (._, U;. Soit
x € U. Pour tout i € {1,...n} il existe ; > 0 tel que B(x,r;) C U;. Posons r =
min(ry, ..., r,). Alors B(x,r) C U; pour tout i € {1,...,n}, donc B(z,r) C (., U; =U.
Ceci montre que U est ouvert.

Partie (3) : Soient {Fy, ..., F,} une famille finie de fermés de X et F' = |J_, F;. Posons
Uy=X\F,pourtoutiec{1,...,n}et U=X\F. OnaU =), U; par la proposition
2.26 et U est ouvert par la partie (2), donc F' est fermé.

Partie (4) : Soient {F; | i € I} une famille non vide de fermés de X et F' = (), Fi.
Posons U; = X \ Fj pour tout i € I et U = X \ F. On a U = J,.; U; par la proposition
2.26 et U est ouvert par la partie (1), donc F' est fermé. O

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. L’intérieur de A,
noté A, est I'union de tous les ouverts de X contenus dans A.

Exemple. Soit X = R muni de la métrique standard. Alors L'intérieur de ]0, 1] est |0, 1].

Lemme 2.29. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X.

(1) A est owvert, et tout owvert de X contenu dans A est contenu dans A.

(2) A est ouvert si et seulement si A = A.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.30. Soient (X,d) un espace métrique, A C X, et x € A. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes.

(a) z € A.
(b) Pour toute suite (T,)nen d’éléments de X qui converge vers z, il existe N € N tel
que, pour tout n > N, x, € A.

(c) 1l existe r > 0 tel que B(x,r) C A.

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que z € A. Il existe un ouvert U de X tel
que r € U C A. Alors, par le théoreme 2.24, il existe N € N tel que, si n > N, alors
r, € U C A.

(b) = (c) : Supposons que (c) est faux, c’est-a-dire B(z,r) € A pour tout r > 0. Donc,
pour tout n € N, on peut choisir x,, € B(x,27") tel que x,, € A. Alors la suite (x,)nen
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converge vers z et aucun élément de la suite est inclus dans A. Ceci montre que (2) est
faux.

(c) = (a) : Supposons qu’il existe 7 > 0 tel que B(z,r7) € A. Comme B(z,r) est un
ouvert contenu dans A, ceci implique que = € A. O]

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. L’adhérence de A,
notée A, est 'intersection de tous les fermés de X contenant A.

Exemple. Soit X = R muni de la métrique standard. Alors 'adhérence de ]0,1] est
[0, 1].
Lemme 2.31. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X.

(1) A est fermé, et tout fermé contenant A contient A.
(2) A est fermé si et seulement si A = A.

U

Démonstration. Exercice.

Lemme 2.32. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Alors X \ A =
° /_/0\ J—

X\Aet X\A=X\A.

Démonstration. Exercice. ]

Proposition 2.33. Soient (X,d) un espace métrique, A une partie de X, et x € X.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) z € A.
(b) Pour tout ouvert U de X contenant x, on a UN A # (.

(c¢) Il existe une suite d’éléments de A qui converge vers .

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que (b) est faux. Alors il existe un ouvert U
de X tel que z € U et UNA=(. Posons F_:X\U. Alors F est fermé et A C F, donc
A C F. Par ailleurs, on a x ¢ F, donc = ¢ A, c’est-a-dire (a) est faux.

(b) = (c¢) : On suppose que, pour tout ouvert U de X contenant x, on a U N A # ().
Pour n € N, B(z,27") est un ouvert de X qui contient x, donc on peut choisir a, €
B(z,27") N A. Il est clair que (a,)nen est une suite dans A qui converge vers .

(c) = (a) : On suppose qu’il existe une suite (a,),eny dans A qui converge vers x. Soit F
un fermé de X contenant A. Alors (a,)nen st une suite dans F' qui converge vers z, donc,
par le théoreme 2.26, x € F'. Ceci est vrai pour tout fermé F' contenant A, en particulier
pour F' = A, donc z € A. O

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On dit que A est
dense dans X si A = X.

Exemple. QQ est dense dans R.
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2.5 Distances topologiquement équivalentes

Définition. Soient X un ensemble et d;, ds deux distances sur X. On dit que d; et ds
sont topologiquement équivalentes si, pour toute partie U de X, on a I’équivalence :

(U est un ouvert de (X, d;)) < (U est un ouvert de (X, dy)) .

Proposition 2.34. Soient X un ensemble et dq,dy deux distances équivalentes sur X.
Alors dy et dy sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.22. O]

Théoreme 2.35. Soient X un ensemble et dyi,ds deux distances sur X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) Les distances dy et dy sont topologiquement équivalentes.

(b) Pour tout x € X et tout r > 0, il existe €1,e9 > 0 tels que By, (x,e1) C Ba,(z,7) et
By, (x,e9) C By, (x,1).

(¢) Pour toute suite (z,)nen dans X et tout x € X, la suite (x,)nen converge vers x
dans (X, dy) si et seulement si elle converge vers x dans (X, ds).

(d) Pour toute partie F' de X, F' est fermée dans (X, dy) si et seulement si F' est fermée
dans (X, dy).

Démonstration. (a) = (b) : Soit x € X et r > 0. La boule By, (X,r) est une
partie ouverte de (X,ds). Comme d; et dy sont topologiquement équivalentes, on en
déduit que Bg,(X,r) est un ouvert de (X,d;), donc, par définition, il existe &1 > 0 tel
que By, (z,1) C Bg,(z,7). On démontre de la méme facon qu’il existe g5 > 0 tel que
Ba,(z,e2) C By, (z,1).

(b) = (c) : Soient (x,)nen une suite dans X et z € X. On suppose que (x,)nen converge
vers x dans (X, d;). Soit € > 0. Par (b), il existe &1 > 0 tel que By, (z,e1) C By, (z,¢).
Comme (x,,)nen converge vers z, il existe N € N tel que, sin > N, alors z,, € By, (z,61) C
By, (z,¢). Ceci montre que (x,)nen converge vers x dans (X, dz). On montre de la méme
fagon que, si (x,)n,en converge vers z dans (X, dy), alors (z,),eny converge vers x dans

(
(¢) = (d) : Soit F' un fermé de (X, d;). Soit (z,)nen une suite dans F' qui converge dans
(X,dy) vers un point x € X. Alors, par hypothese, (z,),en converge aussi vers z dans
(X,dy), donc x € F, car F est fermé dans (X,d;). Ceci montre que F est fermé dans
(X, ds). La réciproque se démontre de la méme fagon.

(

d) = (a) : Soit U une partie de X. Alors on a les équivalences suivantes :

U ouvert dans (X, d;) & X \ U fermé dans (X, d;) <
X\ U fermé dans (X,ds) < U ouvert dans(X,ds).
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2.6 Distance et topologie induite

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. La distance induite
par d sur A, notée dg, est la restriction de d a A x A. Il est clair que (A, d4) est alors un
espace métrique.

Proposition 2.36. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie de X, et U une partie
de A. Alors U est un ouvert de (A,d4) si et seulement s’il existe un ouvert V- de (X, d)
tel que U =ANV.

Démonstration. Pour z € X on note Bx(x,r) la boule dans X centrée en z de rayon
r, et pour x € A on note By(z,r) la boule dans A centrée en x de rayon r. Soit U
un ouvert de (A,ds). Pour tout z € U, il existe r, > 0 tel que Ba(z,7,) C A. On
remarque que U = J, .y Ba(z,7:), et Bx(z,7,)NA = Ba(x,7,) pour tout z € A. Posons
V = U,ep Bx(x,7r;). Alors V est un ouvert de X et VNA=U.

Soient V un ouvert de X et U = VN A. Soit x € U. Comme V est ouvert, il existe r > 0
tel que Bx(z,r) C V. Alors Ba(x,r) = Bx(z,71)NACV NA=U. Ceci montre que U

est un ouvert de A. O]

Proposition 2.37. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie de X, et F' une partie
de A. Alors F est un fermé de (A,d4) si et seulement s’il existe un fermé G de (X, d)
tel que FF=ANG.

Démonstration. Exercice. L]

3 Fonctions continues

3.1 Fonctions continues et uniformément continues

Définition. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une fonction.
Soit a € X. On dit que f est continue en a si :

Ve>0, 30 >0, Ve € X, dx(z,a) <= dy(f(x), f(a)) <ce.
On dit que f est continue sur X si elle est continue en tout point a € X.

Définition. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une fonction.
On dit que f est uniformément continue si :

Ve>0, 30 >0, Vo, 2’ € X, d(z,2") <= dy(f(x), f(z)) <e.

Remarque. Soient (X, dy) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une fonction.
Si f est uniformément continue sur X, alors f est continue sur X. La réciproque est fausse.
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Définition. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une fonction.
Soit K > 0. On dit que f est lipschitzienne de rapport K ou K-lipschitzienne si :

Vo, o' € X, dy(f(x), f(2')) < Kd(z,2).
On dit que f est lipschitzienne s’il existe K > 0 tel que f est K-lipschitzienne.

Lemme 3.1. Soient X un ensemble et di,dy deux distances sur X. Alors les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Les distances dy et dy sont équivalentes.

(b) L’application identité, x — x, est lipschitzienne de (X, dy) dans (X, dy) et de (X, ds)
dans (X, dy).

Démonstration. Exercice. O

Proposition 3.2. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et f : X — Y une
fonction. Sv f est lipschitzienne, alors [ est uniformément continue.

Démonstration. On suppose que f est lipschitzienne de rapport K > 0. Soit € > 0.
Posons 6 = £. Soient x, 2’ € X. Alors

dx(z,2") <0 = dy(f(z), f(2") < Kdx(z,2") < K§ = dy(f(z), f(2')) <e.
0

Proposition 3.3. Soient (X,d) un espace métrique. On munit X x X de la distance
produit do, et R de la distance standard. Alors d : X x X — R est 2-lipschitzienne. FEn
particulier, elle est uniformément continue.

Démonstration. Soient (z1,y1), (x2,y2) € X x X. Alors

|d(z1,y1) — d(z2,y2)| = [(d(21,91) — d(1,92)) + (d(z1,y2) — d(22,92))| <
|d(z1,y1) — d(z1,y2)| + |d(21, y2) — d(w2,92)| < d(y1, y2) + d(21,72) <
2doo((x17y1>7 (‘r27y2)) .

]

Théoreme 3.4. Soient (X,dy) et (Y,dy) deuz espaces métriques, f : X — Y une
fonction, et x € X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est continue en x.

(b) Pour toute suite (x,)neny dans X convergeant vers x, la suite (f(xy))nen converge

vers f(x).
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Démonstration. Supposons que f est continue en x. Soit (2, ),en une suite dans X qui
converge vers z. Soit € > 0. Il existe § > 0 tel que, pour tout 2/ € X, si dx(z,2’) < 9,
alors dy (f(x), f(z')) < e. Comme (x,),en converge vers x, il existe N € N tel que, si
n > N, alors dx(x,,z) < 0, donc d(f(z,), f(x)) < e. Ceci montre que la suite (f(x,))nen
converge vers f(z).

Réciproquement, supposons que f n’est pas continue en x. Alors :

e >0, Vo >0, ' € X, dx(x,2') < et dy(f(2), f(x)) > €.

Fixons un tel €. Pour tout n € N*, on peut choisir z,, € X tel que dx(z,z,) < % et
dy (f(xy,), f(x)) > e. Alors la suite (z,),en converge vers z et la suite (f(x,))nen ne
converge pas vers f(z). O

Corollaire 3.5. Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, et f,g: X — Y deux
fonctions continues. Supposons qu’il existe une partie dense A de X telle que f(a) = g(a)
pour tout a € A. Alors f = g.

Démonstration. Soit x € X. Il existe une suite (a,),eny dans A qui converge vers z.
Comme f et g sont continues, par le théoreme 3.4, f(z) = lim f(a,) et g(x) = lim g(ay,).
n—oo n—oo

Comme f(a,) = g(ay,) pour tout n € N, on en conclue que f(z) = g(x). O

Théoreme 3.6. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, et f : X — Y une
fonction. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) f est continue sur X.
(b) Pour tout ouvert V de Y, f~1(V) est un ouvert de X.
(c) Pour tout fermé G deY, f~YQ) est un fermé de X.

Démonstration. (a) = (b) : On suppose que f est continue sur X. Soit V' un ouvert
de Y. Soit z € f71(V). On a f(z) € V et V est ouvert, donc il existe € > 0 tel que
By (f(z),e) € V. Comme f est continue, il existe 6 > 0 tel que, pour tout =’ € X,
si dx(a',z) < 9, alors d(f(2), f(x)) < e. Ceci signifie que, si ' € Bx(x,0), alors
f(@') € By(f(z),e) CV, cest-a-dire B(z,d) C f~(V). Donc f~1(V) est un ouvert de
X.

(b) = (a) : Supposons que, pour tout ouvert V de Y, 'ensemble f~(V) est un ouvert
de X. Soit x € X. Soit ¢ > 0. L’ensemble V' = By (f(x),¢) est un ouvert de Y, donc
U= f~4V) est un ouvert de X. Comme z € U, il existe § > 0 tel que Bx(z,d) C U.
Alors, pour tout 2’ € X, si dx(2/,x) < 0, alors dy(f(2'), f(z)) < e. Ceci montre que f
est continue en tout point x, donc que f est continue.

(b) = (c¢) : Supposons que, pour tout ouvert V de Y, f~1(V) est un ouvert de X. Soit
G un fermé de Y. Alors Y \ G est un ouvert de Y, donc f~1(Y\ G) = X \ f7}(G) est un
ouvert de X, donc f~(G) est un fermé de X.
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(c) = (b) : Supposons que, pour tout fermé G de Y, f~}(G) est un fermé de X. Soit V
un ouvert de Y. Alors Y \ V est un fermé de Y, donc f~H(Y \ V) = X \ f71(V) est un
fermé de X, donc f~1(V) est un ouvert de X. O

Proposition 3.7. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, f : X — Y une
fonction continue, et A une partie de X. Alors f(A) C f(A).

Démonstration. Soit z € A. Il existe une suite (@p)neny dans A qui converge vers x.
Comme f est continue, la suite (f(an))nen dans f(A) converge vers f(z), donc f(x) €
f(A). Ceci montre que f(A) C f(A). O

Théoreme 3.8. Soient (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, et f: X —Y
et g:Y — Z deux fonctions continues. Alors go f : X — Z est continue.

Démonstration. Soit W un ouvert de Z. Comme g est continue, g~* (W) est un ouvert
de Y. Alors, comme f est continue, f~' (g7 *(W)) = (go f)'(W) est un ouvert de X.
Ceci montre que go f : X — Z est continue. [

Proposition 3.9. Soient (X,d) un espace métrique et f,g : X — R deuz fonctions
continues. Alors f+ g, fg: X — R sont également des fonctions continues.

Démonstration. Soit zg € X. Soit € > 0. Il existe 61,0, € X tels que :

Vo € X, d(z,20) < 0y = | f(z) — f(zo)| < g et
€
Vrg € X, d(z,z0) < 62 = |g(x) — g(x0)| < 3

On pose 6 = min(dy, d2). Soit z € X tel que d(z,z) < J. Alors
[(f +9)(@) = (f + 9) ()| = |(f (2) = f(20)) + (9(x) — g(0))| <
() = Fw)| + lga) = glao)| < 5+ =<
Ceci montre que f + g : X — R est continue.

Soit xg € X. Soit € > 0. On choisit £; > 0 tel que
([f(zo)| + 1)1+ [g(xo)|e1 < €.
Il existe 01,09 € X tels que :

Voo € X, d(z,20) < 01 = [f(x) — f(2o)] < €1 et
Vag € X, d(x, ) < 0o = |g(z) — g(x0)| < &1

Remarquer que, si d(x, xg) < 01, alors | f(x)| < |f(zo)|+e1. On pose 6 = min(dy, d2). Soit
x € X tel que d(x,xy) < 0. Alors

[(f9)(@) = (fg)(o)| = |(f(x)g(x) — f(x)g(x0) + f(2)g(x0) — f(x0)g(w0)| <
[f (@)l g(x) = g(zo)| + lg(zo)| [ (x) = f(zo)| < (If (o) + 1) €1 + [g(z0)| &1 <.

Ceci montre que fg: X — R est continue. O
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3.2 Fonctions a valeurs dans un produit cartésien

Proposition 3.10. Soient (X, dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. On munit X XY
de la métrique produit ds,. Alors les projections mx : X XY — X, (z,y) — =z, et
Ty : X XY =Y, (x,y) — y, sont continues. De plus, si V est un ouvert de X x Y, alors
wx (V) est un ouvert de X et my (V') est un ouvert de Y.

Démonstration. Soit U un ouvert de X. Alors 7' (U) = U x Y est un ouvert de X x Y.
Ceci montre que mx est continue. On montre de la méme facon que 7y est continue.

Soit V' un ouvert de X x Y. Soit (x,y) € V. 1l existe r > 0 tel que Bxxy((x,y),r) C V.
Pour 2’ € Bx(z,r), on a dw((z,9), (¢, y)) = dx(x,2") < r, donc (2/,y) € Bxxy((x,y),7)
C V, donc 2’ € mx (V). En d’autres termes, Bx(mx(z,y),r) = Bx(z,r) C mx(V). Ceci
montre que 7x (V) est un ouvert de X. On montre de la méme fagon que my (V') est un
ouvert de Y. ]

Théoréme 3.11. Soient (X, dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques et f : X —
Y X Z une fonction. On pose fy =nyof : X =Y et fr=nz0f: X — Z. Alors f est
continue si et seulement si fy et fz sont continues.

Démonstration. Supposons que f est continue. Comme 7y est continue, on en déduit
que fy = my o f est continue. De méme, f; est continue.

Supposons que fy et fz sont continues. Soit x € X. Soit € > 0. Comme fy est continue,
il existe d; > 0 tel que, si dx(2',x) < &1, alors dy (fy(2'), fy(z)) < €. De méme, comme
fz est continue, il existe do > 0 tel que, si dx(2',z) < &, alors dz(fz(2), fz(x)) < e.
Posons § = min(dy,ds). Soit 2’ € X tel que dx(z',z) < §. Alors :

doo(f (), [ () = doo((fy (2'), f2(2"), (fy (2), f2(x)) =
max{dy (fy (z'), fy(v)), dz(fz(2), fz(x))} <e.

Ceci montre que f est continue. n

3.3 Suites de fonctions

Définition. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et (f,)nen une suite de
fonctions de X dans Y. On dit que (f,)nen converge simplement vers une fonction f :
X — Y si, pour tout x € X, la suite (f,,(x))nen converge vers f(z). Autrement dit :

Vee X, Ve>0, AN eN, Vn> N, dy(fu(x), f(x)) <ce.

Définition. Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et (f,)nen une suite de
fonctions de X dans Y. On dit que (f,)nen converge uniformément vers une fonction
f: X —=>Ysi:

Ve>0, ANeN, Ve e X, Vn> N, dy(fu(x), f(x)) <e.
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Théoréme 3.12. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et (fn)nen une suite
de fonctions continues de X dans'Y . Si (f,)nen converge uniformément vers une fonction
f: X =Y, alors f est continue.

Démonstration. Soit x € X. Soit € > 0. Soit N € N tel que, pour tout 2’ € X et tout
n > N, on a dy(fu.(2'), f(z')) < 5. Comme fy est continue, il existe 0 > 0 tel que, si
dx(z',x) < 6, alors dy (fn(2'), fn(z)) < 5. Soit 2’ € X tel que dx(2',z) < 9. Alors :

dy (f(2'), f(x)) < dy (F(2'), fv(a"))+dy (o), fu(@))+dy (fn (@), (@) < =+5+5 =

Ceci montre que f est continue. O]

3.4 Continuité des applications linéaires dans des espaces vec-
toriels normés

Dans ce sous-chapitre K désigne R ou C.

Théoréme 3.13. Soient (X, | - ||x) et (Y, - |ly) deux espaces vectoriels normés sur K
et f: X — Y une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) f est continue.

(b) f est continue en 0.

(¢) Il existe M > 0 tel que, pour tout x € X, on a || f(x)|ly < M ||z x.
(d) f est Lipschitzienne.

Démonstration. (a) = (b) : Ceci est vrai par définition.
(b) = (c) : On suppose que f est continue en 0. Il existe 6 > 0 tel que, pour tout =z € X,
dx(x,0) = [lz = 0l x = [lzllx <& = dy(f(x), f(0)) = [f(z) = fO)ly = I/ (2)]ly <1.

On pose M = +. Soit z € X \ {0}. Posons y = llylly =6, donc

1 (@)lly < —HxHx = M |lz[[x -

o)l <1 = Hf

[z ||x

(¢) = (d) : Supposons qu’il existe M > 0 tel que, pour tout x € X, || f(x)|ly < M ||z x.
Soient z, 2’ € X. Alors :

dy (f(x), f(z) = [[f(z) = F@ )y = If(z = 2")ly < M |z — 2| x = M dx(z,2").

Ceci montre que f est Lipschitzienne.
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(d) = (a) : On sait déja que toute application lipschitzienne est continue. O

Définition. Soient (X, - |x) et (Y,]| - ||y) deux espaces vectoriels normés sur K et
f X — Y une application linéaire continue. Alors la norme subordonnée de f est :
1S ()lly
Il = sup Z——.

zex\{o} I17llx

Proposition 3.14. Soient (X, |- ||x) et (Y,|| - |ly) deuz espaces vectoriels normés sur K
et f: X — Y une application linéaire continue. Alors :

vee X, [f(@)lly </l
Il = sup{[[f(@)lly [ lz]lx <1} = sup{[[f(@)lly | lz]x =1}

Démonstration. Soit x € X. Si x = 0, alors || f(z)]ly =0 < ||f|l [|z]|x = 0. Si z # 0,

alors LI <l £||, donc || f(x)|ly < [If]l [l=]|x- Ceci montre la premitre inégalité.

Pour z € X tel que ||z][x <1 on a

L@y < WAl < A0

donc
sup{[|f(@)[ly | lzllx <1} <[ f]I-

Par ailleurs, il est clair que :

sup{[[f(2)lly [ [le]lx =1} <sup{{lf(@)lly [ llzllx <1}

Sixz € X\ {0}, alors

o - Hf (o1x)

On en déduit que :

= sup{[[F (W)l | lyllx = 1}

71 < sup{[[f (@)l | lzlx =1}
O

Notation. Soient (X, | -||x) et (Y, - ||y) deux espaces vectoriels normés sur K. Alors
L(X,Y) désigne I’ensemble des applications linéaires continues de X dans Y.

Proposition 3.15. Soient (X, ||-||x) et (Y, |- |ly) deuz espaces vectoriels normés sur K.
Alors L(X,Y) est un espace vectoriel sur K.

Démonstration. Exercice. L]
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Théoréme 3.16. Soient (X, | - ||x) et (Y, || - |ly) deuz espaces vectoriels normés sur K.
Alors (L(X,Y), |- |I) est un espace vectoriel normé sur K.

Démonstration. Soit f € £L(X,Y). Il est clair que, si f =0, alors ||f| = 0. Supposons
que [|f] = 0. Pour tout z € X, on a |[f(x)lly < [If[l[lz]lx =0, donc |[f(x)[ly = 0, donc
f(z) = 0. Ceci montre que f = 0.

Soient f € L(X,Y) et A € K. Alors

IAFI = sup{lIAf (@)lly | llzllx = 1} = sup{[A[[f (@) ]Iy | [le]lx =1} =
(Al sup{[[f(@)lly [ llzllx =1} = [ALIFI-

Soient f,g € L(X,Y). Pour tout x € X tel que ||z|| =1 on a

I+ 9) @)y = [1f(2) + g(@)lly < 1F(@)lly + llgl@)lly < I+ gl

donc
15+ gll = sup{l|(f + ) (@)|ly [ z]lx =1} < £+ llgll -
O

Théoréeme 3.17. Soient (X, ||-||x), (Y, ||:|ly) et (Z,]|-]|z) trois espaces vectoriels normés
sur K, f € L(X,Y) et g € LY, Z). Alors |lgo fll < llgll 71

Démonstration. Pour tout z € X tel que ||z||x =1 on a

(g o N@)llz = llg(f @)z < Mgl 17 @)y < Dgl NAN=llx = Ngll Al

donc Jlg o fI < llgll I F1l- a

4 Compacité

4.1 Définitons et premieres propriétés

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et (U;);e; une famille non vide d’ouverts
de £. On dit que (U;)ier est un recouvrement de X par des ouverts si X = |J,c; U;. Si
J C1et X =, Ui, alors on dit que (U;)ies est un sous-recouvrement de X extrait de

(Uy)ier- On dit qu'un sous-recouvrement (U;);cs est fini si J est fini.

Définition. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X, d) est compact si de tout
recouvrement de X par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Proposition 4.1. Soit (X,d) un espace métrique. Alors (X, d) est compact si et seule-
ment si, pour toute famille non vide (F});cr de fermés de X vérifiant (.., F; = 0, il existe

une partie finie J C I tel que (,c; F; = 0.

el
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Démonstration. Supposons que (X, d) est compact. Soit (F;);e; une famille de fermés
de E vérifiant [ = (). Pour tout ¢ € I on pose U; = X \ F;. Alors U; est ouvert pour

tout 1 € I et
XzX\@zX\(ﬂE) =Jx\m) ={Ju.

el iel iel

zEI

En d’autre termes, (U;);c; est un recouvrement de X par des ouverts. Comme (X, d) est

compact, il existe une partie finie J C I telle que X = J,; U;. Alors
@zX\XzX\(UUi):ﬂX\U =(\Fi
icJ ieJ ieJ

On suppose que pour toute famille non vide (F});er de fermés de (X, d) vérifiant (), F;
0, il existe une partie finie J C I tel que (,.; F; = 0. On montre alors que (X, d) est
compact de fagon similaire. O

Théoréme 4.2. Soit (X, d) un espace métrique. Les conditions suivantes sont équivalen-
tes.

(a) (X,d) est un espace compact.

(b) Toute suite de X admet une valeur d’adhérence.

Les deux lemmes suivants sont des préliminaires a la démonstration du théoreme 4.2.

Lemme 4.3. Soit (X,d) un espace métrique (non vide). On suppose que toute suite de
X admet une valeur d’adhérence. Pour tout € > 0, il existe une partie finie A C X telle

que X = U e B(z,€).

Démonstration. On va démontrer la contraposé. On suppose donc qu’il existe g5 > 0
tel que, pour toute partie finie A C X, on a | J,. 4 B(z,20) # X. On définit par récurrence
sur n € N des éléments z,, € X comme suit. On choisit 2o € X quelconque. Soit n € N.
On suppose que g, Z1, . . . , T, sont définis. Par hypothese, on a | J,_, B(zx, o) # X, donc
on peut choisir z, 11 € X \ (Up_, B(zx,€0)). La suite (z,,),en ainsi construite vérifie la
propriété : pour tous n,m € N, si n # m, alors d(z,,z,) > €. Une telle suite ne peut
pas avoir de valeur d’adhérence. O

Lemme 4.4. Soit (X,d) un espace métrique (non vide). On suppose que toute suite de
X admet une valeur d’adhérence. Soit (U;)ier un recouvvrement de X par des ouverts. Il
existe r > 0 tel que, pour tout x € X, il existe i € I tel que B(zx,r) C U;.

Démonstration. On raisonne par ’absurde. On suppose que

Vr>0, 3zeX,Viel, Ba,r) ¢ U,
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et on cherche une contradiction. On a
1
VneN, dr, e X, Viel, B(xy,—) Z U;.
n

Par hypothese la suite (z,)nen+ a une valeur d’adhérence, x. Comme (U;);e; est un
recouvrement de X par des ouverts, il existe ig € I tel que x € U;,. Comme U,, est
ouvert, il existe 7o > 0 tel que B(z,719) C U;,. Comme x est valeur d’adhérence de
(25 )nen=, il existe ng € N* tel que d(z, x,,) < 2 et nlo < . Siy € B(wy,, %), alors

r 1 T T
d([L’,y) Sd(x’x”0>+d<mnoay) < EO+_ < EO—'_EO:TOa

o
donc B(x,,, nio) C B(z,1r9) C U,, : contradiction. O

Démonstration du théoréeme 4.2. (a) = (b) : On suppose que (X, d) est compact.
Soit (2,,)nen un suite dans X. Pour tout n € N on pose K, = {z} | k > n}. On sait
par le théoreme 2.13 que K = ), oy K, est I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(Zn)nen. Supposons que K = [ K, = 0. Comme (X,d) est compact, il existe une
partie finie J C N telle que () = ﬂje ; K;. Soit jo le plus grand élément de J. On a
K;, € K, pour tout j € J, donc z;, € K, C ﬂjeJ K : contradiction. On en conclue que
K # () donc que la suite (2,)nen & des valeurs d’adhérence.

(b) = (a) : On suppose que toute suite de X admet une valeur d’adhérence. Soit (U;)er
un recouvrement de X par des ouverts. Par le lemme 4.4, il existe r > 0 tel que, pour
tout x € X il existe i, € I tel que B(z,r) C U,,. Par ailleurs, par le lemme 4.3, il existe
une partie finie A C X telle que X = (J,.4 B(z,r). Posons J = {i, | x € A}. Alors J est

fini et
xXclJB@nrnclJu, =Ju.
€A €A jeJ
Ceci montre que (X, d) est compact. O

4.2 Propriétés importantes des espaces compacts

Théoreme 4.5. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Si (A,dy) est
compact, alors A est un partie fermée de X.

Démonstration. Soit (z,),eny une suite d’éléments de A qui converge vers un x € X.
Comme A est compact, il existe une sous-suite (x,, )ken de (z,)nen qui converge vers un
élément a € A. Cette sous-suite doit aussi converger vers x, donc x = a € A. Ceci montre
que A est fermé. ]

Théoréeme 4.6. Soient (X, d) un espace métrique compact et A une partie fermée de X .
Alors (A, dy) est aussi compact.
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Démonstration. Soit (a,),eny une suite dans A. Comme (X, d) est compact, il existe
une sous-suite (an, Jkeny qui converge vers un élément x € X. Comme A est fermé, on a
x € A. Ceci montre que (A, d4) est compact. H

Théoréme 4.7. Soient (X, d) un espace métrique et K une partie non vide de X. Si
(K,dg) est compact, alors K est bornée.

Démonstration. On choisit 7o € K. Pour tout n € N* on pose U, = B(xg,n) N K.
La collection (U, )nen+ est un recouvrement de K par des ouverts, donc il existe une
partie finie J C N* telle que K = |J,,c; Un. Soit N le plus grand élément de J. Comme
B(xg,n) C B(xg, N) pour tout n € J, on a K C |J,., B(zo,n) € B(xy, N). Ceci montre

que K est bornée. O

Proposition 4.8. Soient (X,d) un espace métrique et (K;);c; une collection non vide
de parties de X. On suppose que, pour tout i € I, (K;,dg,) est compact. Posons K =
Nics K. Alors (K, dg) est compact.

Démonstration. On choisit iy € I. Chaque K;NK;, est un fermé de K, donc (),c; K; =
Nic; (K N Kjy) est un fermé de Kj,. On conclue par le théoreme 4.6 que (K, dg) est
compact. ]

Proposition 4.9. Soient (X,d) un espace métrique et Ky, ..., K, des parties de X. On
suppose que (K;,dg,) est compact pour touti € {1,...,n} et on pose K = K3 U---UK,.
Alors (K, dg) est compact.

Démonstration. Soit (x,)n,en une suite dans K. Il existe j € {1,...,n} et une sous-
suite (Tyk))ren tels que zy) € K pour tout & € N. Comme K est compact, il existe
une sous-suite («Td)(dz(f)))fEN de (x¢(k))k€N qui converge vers un élément x € K;. Alors
(Zp(p(0)) )een est une sous-suite de (2, )nen qui converge vers € K. Ceci montre que K
est compact. ]

Théoréme 4.10. Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y une
fonction continue. Si (X,dx) est compact, alors f(X) est une partie compacte de Y .

Démonstration. Soit (¥, )nen une suite dans f(X). Pour tout n € N on chosit x,, € X
tel que f(x,) = y,. Comme X est compact, il existe une sous-suite (2, )ren de (25 )nen
qui converge vers un élément z € X. Alors, par continuité de f, la sous-suite (yy, Jkeny =
(f(zp,))ken converge vers f(x) € f(X). Ceci montre que f(X) est compact. O

Proposition 4.11. Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — R une fonction
continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. On sait déja par le théoreme 4.7 que f est bornée. Soit M la borne
supérieur de f. Pour tout n € N* il existe y, € f(X) tel que |M —y,| < % Remarquer
que la suite (y,)nen+ converge vers M. Pour tout n € N* on choisit z,, € X tel que
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f(zn) = yn. Comme X est compact, il existe une sous-suite (z,, Jken de (2, )nen+ qui
converge vers un élément x € X. Par continuité, la suite (y,, )ren converge vers f(z).
Cette suite converge aussi vers M, donc M = f(z) € f(X). On montre de la méme fagon
que f atteint sa borne inférieure. O

Définition. Soit (X, d) un espace métrique compact. On note C'(X, R) 'espace vectoriel
des fonctions continues de X dans R. Pour tout f € C(X,R) on pose || f|lo = max{|f(x)] |
re X}

Théoréme 4.12. Soit (X, d) un espace métrique compact. Alors (C(X,R), || |loo) est un
espace vectoriel normé.

Démonstration. Soit f € C(X,R). Alors

||f||oo:() & Vee X, |f(x)|:0 & f=0.

Soit f € C'(X,R) et A € R. Alors

[Aflloo = max{[A f(2)] [ # € X} = max{|A| [f(2)| | # € X} =
(Al max{|f(z)| | 2 € X} = |Al[[ flloc -

Soient f,g € C(X,R). Pour tout z € X on a

((f +9) (@) = |f(2) + g(@)] < [f(@)] + lg(@)| < ([ fllse + [Iglloe
done |[f + glloo < [flloc + llgloo- a

Théoréme 4.13. Soient (X, dy) un espace métrique compact, (Y, dy) un espace métrique
quelconque, et f : X — Y une application continue. Alors f est uniformément continue.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour tout € X il existe 6, >0 tel que, si dx(z,2") < J,,
alors dy (f(z), f(2')) < &. La collection (B(z, % ))sex est un recouvrement de X par des
ouverts. Comme (X, dy) est compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini,
c’est-a-dire qu’il existe un ensemble fini J C X tel que X = |J,., B(z,%). On pose

zeJ
0= min{‘s—% | x € J}. Soient z1,x9 € X tels que dx(z1,x2) < §. Il existe z € J tel que
r1 € B(z,%). On adx(z,z1) < %z < d,, et on a aussi
0 0y Oy
dX(%lé) < dX($,I1) + dX(l‘hxz) < 5 +0< 5 + ? =4,.
Il s’en suit que
IS
A @), f(22)) < (@), flon)) + (), fla) < 5+ 5 =
Ceci montre que f est uniformément continue. O
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Définition. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une fonction.
On dit que f est un homéomorphisme si f est bijective et f et f~! sont continues.

Remarque. L’inverse d’une fonction continue bijective entre deux espaces métriques
n’est pas nécessairement continue.

Théoréeme 4.14. Soient (X, dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques compacts et f : X —
Y une fonction continue bijective. Alors f est un homéomorphisme.

Démonstration. On doit montrer que g = f~!: Y — X est continue. Soit F un fermé
dans X. Alors

g (F)={g " (x) |z e F} ={f(z) |z € F} = f(F).

L’ensemble F' est compact par le théoreme 4.6, donc f(F') est compact par le théoreme
4.10, donc f(F) = g *(F) est fermé par le théoreme 4.5. Ceci montre que g est continue.
m

4.3 Produits finis d’espaces compacts

Théoreme 4.15. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques compacts. Alors
X XY, muni de la distance produit d.,, est aussi compact.

Démonstration. Soit ((2,, yn))nen une suite dans X x Y. Comme (X, dx) est compact,
il existe une sous-suite (g, k) )ren de (2 )nen qui converge vers un point z € X. De
méme, comme (Y, dy) est compact, il existe une sous-suite (Yy, (po(0)))een de (Yo, (k) ) ke
qui converge vers un point y € Y. On pose ¢ = 1 0 @9. Alors la sous-suite (Zy())een de
(5 )nen converge vers x et la sous-suite (yy(¢))ren converge vers y, donc, par la proposition
2.8, la sous-suite ((Zy(e), Yy(0)))een de ((Tn, Yn))nen converge vers (z,y). Ceci montre que
X XY est compact. O

4.4 Compacité dans les espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 4.16. Soit (x,)nen une suite dans R. Alors (x,)nen admet une sous-suite
monotone.

Démonstration. Exercice. O
Théoreme 4.17. Toute partie fermée et bornée de R est compacte.

Démonstration. Soit F' une partie fermée et bornée de R. Soit (x,,),en une suite dans F'.
Par la proposition 4.16, cette suite admet une sous-suite monotone (z,, )ren. Comme F
est borné, par le corollaire 1.13, cette sous-suite converge vers un élément z € R. Comme
F est fermé, on a x € F. Ceci montre que F' est compact. ]

Théoréme 4.18. Soient n € N* et X = R™ muni de la norme produit || - || -
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(1) Soient ay,...,an,b1,...,b, € R tels que a; < b; pour tout i € {1,...,n}. Alors

1T:-,[a:, b;] est une partie compacte de R™.

(2) Toute partie fermée et bornée de R™ est compacte.

Démonstration. Partie (1) : On sait par le théoreme 4.17 que [a;, b;] est compact pour
tout ¢ € {1,...,n}. Par le théoreme 4.15 on en conclue que [[;_,[a;, b;] est compact.

Partie (2) : Soit F' une partie fermée et bornée de R™. 1l existe M > 0 tel que F C
[—M, M]" C R™. On sait par la partie (1) que [—M, M|" est compact, donc, comme F
est un fermé de [—M, M|", F' est compact. O

Théoreme 4.19. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

Démonstration. Soit || - || une norme quelconque sur R”. On va montrer que || - || est
équivalente a || - ||o. Alors toutes les normes sont équivalentes a || - ||oo, donc elles sont
toutes équivalentes entre elles.

Soit {ey,...,e,} la base canonique de R™. Posons N = max{||¢;|| | € {1,...,n}}. Alors,
pour z = (z1,...,%,) € R",
[zl = llzrer + - + zpen|| < el + -+ + [lznenl| =

[zl fleall + - -+ faal llen]] < N(za] + -+ + [zn]) < Nnflzf|o -

Cela montre qu’il existe un réel a > 0 tel que ||z|| < al|z|| pour tout z € R™. Il reste a
démontrer qu’il existe 5 > 0 tel que ||zl < B|z|| pour tout z € R™.

On considere l'application ¢ : (R",ds) — R, x +— ||z||. Pour tous x,2’ € R" on a
o() = (@) = [zl = ][ | < llz = || < alle = 2"l = adus(2, 2),

donc ¢ est lipschitzienne, donc ¢ est continue. On vient de voir au théoreme 4.18 que
tout fermé borné dans R™ est compact. En particulier, S = {z € R" | ||z]l« = 1} est une
partie compacte de R™. Comme ¢ est continue, par la proposition 4.11, la restriction de
¢ & S atteint son minimum, m. En d’autres termes, il existe xy € S tel que p(z9) = m
et ¢(x) > m pour tout x € S. Remarquer que xy # 0, donc ¢(zg) = m = ||zo]| > 0. On
pose 3= L. Soit z € R\ {0}. On a —*— € S, donc

2]l
T
()
”xHoo

x 1
|2m = L > ms Lo = g1l 2 ol

[E41Pe el

[]

Théoréme 4.20. Soient K =R ou C et (X, | - ||) un espace vectoriel normé sur K de
dimension finie. Soit A une partie de X. Alors A est compact si et seulement si A est
fermé et borné dans (X, || - ).
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Démonstration. On commence par observer que 'on peut supposer que que K = R.
En effet, tout espace vectoriel (X, || - ||) normé complexe de dimension finie est aussi un
espace vectoriel réel normé de dimension finie. Soient B = {uy, ..., u,} une base de X et
& ={ey,...,e,} la base canonique de R™. Soit ¢ : X — R" 'isomorphisme linéaire qui
envoie u; sur e; pour tout i € {1,...,n}. On définit || - || : R" — R par [|z]|' = || (x)].
On vérifie facilement que || - || est une norme sur R”. L’assertion suivante se démontre
facilement et est laissée en exercice.

Assertion 1. Soit A une partie de X. Alors on a les équivalences suivantes :

A est bornée dans (X, ]| -]|) & ©(A) est bornée dans (R", || - ||')
A est fermée dans (X, ||-||) & ©(A) est fermée dans (R™, || - ||)
A est compacte dans (X, || - ||) & (A) est compacte dans (R", || - [|')

En utilisant le fait que || - ||" et || - || sont équivalentes, on démontre 'assertion suivante
qui est aussi laissée en exercice.

Assertion 2. Soit B une partie de R™. Alors on a les équivalences suivantes :

B est bornée dans (R", ]| -||') < B est bornée dans (R™, || - /o)
B est fermée dans (R", || - ||') < B est fermée dans (R™, || - ||eo)
B est compacte dans (R", || - ||') < B est compacte dans (R", || - [|oo)
Soit maintenant A une partie fermée et bornée de (X, || - ||). Par les assertions 1 et 2
©(A) est fermée et bornée dans (R", || - ||« ). Par le théoreme 4.18, ¢(A) est compact dans
(R™, || - ||o)- Par les assertions 1 et 2 on en conclue que A est compact dans (X, ||-]]). O

Théoreme 4.21 (Théoreme de Riesz — sans démonstration). Soient K = C ou R et

(X, |l 1) un espace vectoriel normé sur K. Alors X est de dimension finie si et seulement
si B(0,1) est compact dans (X, || - ).

5 Complétude

5.1 Suites de Cauchy et espaces complets

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et (z,),eny une suite dans X. On dit que
(Zn)nen est une suite de Cauchy si :

Ve>0, INeN, Vn,m > N, d(x,,z,) <c.

Proposition 5.1. Soient (X,d) un espace métrique et (T, )nen une suite convergente
dans X . Alors (x,)nen est une suite de Cauchy.
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Démonstration. Supposons que (z,),en converge et notons x sa limite. Soit ¢ > 0. 11
existe N € N tel que, si n > N, alors d(z,,z) < 5. Soient n,m > N. Alors

d(Tn, Tm) < d(Tn, ) + d(@p, T) < g + g =c.

Remarque. Une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente.

Définition. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est complet si toute suite
de Cauchy dans X est convergente.

Proposition 5.2. Soient (X, d) un espace métrique complet et F une partie fermée de
X. Alors (F,dr) est complet.

Démonstration. Soit (z,),eny une suite de Cauchy dans F. Comme X est complet,
cette suite admet une limite x € X. Comme F' est fermé et x,, € F' pour tout n € N, on
a nécessairement x € F. Ceci montre que F' est complet. O

Proposition 5.3. Soient (X, d) un espace métrique et F' une partie de X. Si (F,dr) est
complet, alors F' est fermé dans X.

Démonstration. On suppose que (F,dp) est complet. Soit (x,)nen une suite dans F'
qui converge vers un point z € X. Par la proposition 5.1 (z,,),en est une suite de Cauchy.
Comme (F,dp) est complet, cette suite admet une limite 2’ € F. Par l'unicité de la
limite, on conclue que x = ' € F. Ceci montre que F' est fermé. n

Proposition 5.4. Soient (X,d) un espace métrique et (x,)nen une suite dans X. On
suppose que (Z,)nen est une suite de Cauchy et qu’elle admet une sous-suite (T, )ken qui
converge vers un point © € X. Alors la suite (x,),en converge aussi vers .

Démonstration. Soit € > 0. Il existe N € N tel que, si n,m > N, alors d(z,, 7,,) < 5.
Par ailleurs, il existe K € N tel que, si k > K, alors d(z,,,7) < 5. On choisit un entier
ko > K tel que ng, > N. Soit n > N. Alors

9 €
d(l'n,l') < d(xnaxnko) + d(l'nko,m) < 5 + 5 =c.

Théoreme 5.5. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique compact. Soit (x,),en une suite de
Cauchy dans X. Par le théoreme 4.2, il existe une sous-suite (zp, )ren de (Tn)neny qui
converge vers un point z € X. Par la proposition 5.4, on en déduit que la suite (x,)nen
elle-méme converge vers x. Ceci montre que (X, d) est complet. O
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Théoréme 5.6. Soient K = R ou C et (X, - ||) un espace vectoriel normé sur K de
dimension finie. Alors (X, || - ||) est complet.

Démonstration. Soit (z,),en une suite de Cauchy. Il existe N € N tel que, sin,m > N,
alors d(z,, z,,) < 1. On Pose d = max{d(zg,z;) |1 <i < N} et D=d+ 1. Soit n € N.
Sin < N, alors d(xg,z,) <d < D. Sin> N, alors

d(xg, z,) < d(zg,zn) +d(xyn,z,) <d+1=D.

On a donc {z, | n € N} C B(z, D). La boule B(zg, D) est fermée et bornée, donc, par
le théoreme 4.17, elle est compacte. Par le théoreme 4.2, il existe une sous-suite (2, )kex
de (,)nen qui converge vers un point @ € B(zo, D) C X, puis, par la proposition 5.4,
(@n)nen converge vers x. Ceci montre que (X, || - ||) est complet. O

Proposition 5.7. Soient (X,d) un espace métrique complet et (F,)nen une suite de
fermés dans X. On suppose que :

o [, est non vide et borné pour tout n € N ;
o F,.1 CF, pour toutn € N ;

e la suite (diam(F},))nen tend vers 0.
Alors F = (., Fn est un singleton.

Démonstration. On commence par montrer que F' est non vide. Pour tout n € N on
choisit z, € F,. Soit ¢ > 0. Comme lim diam(F,) = 0, il existe N € N tel que si

n—oo

n > N, alors diam(F},) < €. Soient n,m > N. Alors, comme F,, C Fy et F,, C F,,, on
a Tp, Ty € Fy, donc d(z,, z,) < diam(Fy) < e. Ceci montre que (z,)nen est une suite
de Cauchy. Comme (X, d) est complet, cette suite tend vers un point = € X. Pour tout
n € N, la suite (2,1 x)ren est une suite dans F), qui tend vers z, donc = € F,, car F,, est
fermé. Finalement z € (- F, = F.

On montre maintenant que F' a au plus un élément. Soient x, 2’ € F'. Soit € > 0. Il existe
N € N tel que, si n > N, alors diam(F},) < e. Comme z,2" € F' C Fl, il s’en suit que
d(z,2") < diam(Fy) < e. Cette inégalité étant vraie pour tout £ > 0, on en conclue que
x=ua. ]

5.2 Théoreme du point fixe

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et f : X — X une fonction. On dit que
z € X est un point fize de f si f(z) = z.

Théoréme 5.8. Soient (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une fonction
k-lipschitzienne de rapport k < 1. Alors f admet un unique point fixe, z € X. De plus,
pour tout x € X, la suite (x,)nen définie par xog = x et x,.1 = f(x,) pour tout n € N,
converge vers z.
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Démonstration. On commence par démontrer que f a au plus 1 point fixe. Soient
2,7 € X deux points fixes pour f. Alors

d(z,2") = d(f(2), f(2) < kd(z,2"),

donc (1 — k) d(z,2') < 0. Comme (1 — k) >0 et d(z,z') >0, il sen suit que d(z, 2’) =0,
donc que z = 72/.

Soient z € X et (x,)nen la suite dans X définie par 2o = z, et x,41 = f(z,) pour tout
n € N. On va démontrer que la suite (z,),en converge vers un point fixe de f. Ceci finira
la. démonstration du théoreme.

On commence par démontrer que (Z,),en est une suite de Cauchy. Pour n > 0 on a
A(Tns1,n) = d(f (2n), f(@n1) < Ed(@n, 2p) -
On en déduit par récurrence que, pour tout n € N,
A@nsr, ) < K d(f(2), 7).

Soit ¢ > 0. Comme k < 1, la série )" k" converge. Il existe donc N € N tel que
YN kd(f(x),2) < e. Soient n,m € N tels que N <n < m. Alors

d(2p, T) < Z d(zs, Ti41) < Z K d(f(z),z) < Zk d(f(z),z) <e.

Ceci montre que la suite (2,),en est une suite de Cauchy.

Comme (X, d) est complet, la suite (x,),en converge vers un point z € X. Finalement,

flz)=f (Jl_}ﬂ;oxn> = lim f(z,) = nh_}ngoscn =z.

n—o0

5.3 Prolongement des applications uniformément continues

Lemme 5.9. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et f : X — Y une fonction
uniformément continue. Si (T,)nen est une suite de Cauchy dans X, alors (f(xn,))nen est
une suite de Cauchy dans 'Y .

Démonstration. Soit ¢ > 0. Comme f est uniformément continue, il existe o > 0 tel
que, pour tout z, a2’ € X, si dx(x,z') < 0, alors dy(f(z), f(2')) < e. Comme (,)nen
est une suite de Cauchy, il existe N € N tel que, pour tous n,m € N, si n,m < N,
alors dx(z,,z,) < 0. Soient n,m € N tels que n,m > N. Alors dx(x,,z,) < J, donc

dy (f(zn), f(rm)) <e. L]
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Définition. Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, A, B deux parties de X
telles que AC B,et f: A—Y, g: B — Y deux fonctions. On dit que g prolonge f si
g(z) = f(x) pour tout = € A.

Théoréme 5.10. Soient (X,dx) un espace métrique quelconque, (Y,dy) un espace
métrique complet, A une partie de X, et f : A — Y une fonction uniformément con-
tinue. Alors il existe une unique fonction continue g : A — Y qui prolonge f. De plus, g
est uniformément continue.

Démonstration. On commence par construire I'application g : A — Y. Soit z € A. il
existe une suite (a,),eny dans A qui converge vers x. Par le lemme 5.9, la suite (f(an))nen
est une suite de Cauchy dans Y. Comme Y est complet, cette suite admet une limite, .
On pose alors g(z) = y.

On montre maintenant que g(x) est bien défini, c’est-a-dire que sa définition ne dépend
pas du choix de la suite (an)nen. Solent (a!,),eny une autre suite qui converge vers x et
y' la limite de la suite (f(al))nen. On veut montrer que y = y'. Soit (b, )nen la suite
dans A définie par by, = a, et by, 1 = al,. On observe que (b,)nen est une suite dans A
qui converge vers x. Soit z la limite de la suite (f(b,))nen. Comme (f(ay))nen est une
sous-suite de (f(by))nen, on a y = z. De méme, ¢y = z, donc y = y/'.

I est clair que g(z) = f(x) pour tout x € A. On démontre maintenant que g est
uniformément continue. Soit ¢ > 0. Il existe §; > 0 tel que, pour tous a,a’ € A, si
dx(a,a’) < 01, alors dy(f(a), f(a')) < 5. On pose § = %1. Soient z,2’ € A tels que
dx(z,2") < 0. Soient (an)nen une suite dans A qui converge vers z et (al)neny une suite
dans A qui converge vers z’. Comme (a,),en converge vers x, (al,)nen converge vers ',
(f(an))nen converge vers g(z) et (f(al,))nen converge vers g(a'), il existe N € N tel que, si
n > N, alors dx(an, ) < 6, dx(a;,,2') <9, dy(f(an),g(x)) < 5 et dy(f(ay,),g(2")) < 3.

Remarquez que
dx(ay,ay) < dx(ay,z) +dx(x,z")+d(z',ay) <6 +54+0 =30 =41,

donc dy (f(an), f(aly)) < 5. Dot :

dy (9(x), g(«)) < dy(9(x), f(an)) +dy (f(an), f(ay)) +dy (f(ay), 9(z) < +5+

Ceci montre que g est uniformément continue.

On montre maintenant que g est unique. Soit ¢’ : A — Y une autre application continue
qui prolonge f. Soit © € A. Il existe une suite (a,),eny dans A qui converge vers z. Alors,
par continuité,

g(x) = lim f(an) = g'(x).

n—o0
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Théoréme 5.11. Soit K = R ou C. Soient (X,| - ||x) et (Y,]| - |ly) deuzx espaces
vectoriels normés sur K. On suppose que (Y, || -|ly) est complet. Soient A un sous-espace
vectoriel dense de X et T : A — 'Y une application linéaire continue. Alors T se prolonge
de maniére unique en une application linéaire continue T : X — Y. De plus, on a

171 = Tl

Démonstration. Par le théoreme 3.13, T est lipschitzienne, donc est uniformément
continue. Par le théoreme 5.10, il s’en suit que 7' se prolonge en une unique application
uniformément continue 7' : X — Y. Montrons que T est linéaire. Pour cela on utilise
I’assertion suivante dont la démonstration est laissée en exercice.

Assertion. Soit (Z,] - ||z) un espace vectoriel normé sur K. Soient (c,)nen €t (¢, )nen
deux suites dans Z et A, \ € K. On suppose que les deux suites (¢, )nen €t (¢}, )nen sont
convergentes et on note z et 2’ leurs limites respectives. Alors la suite (Ac, + ¢, )nen est
convergente et sa limite est Az + \'z’.

Soient x,2" € X et A, X € K. On choisit des suites (a,)nen €t (a),)neny dans A qui
convergent vers x et x’, respectivement. Alors

T+ Xa!) = T (3 lim o+ Jim o) =7 (fim (b + X)) -

Tim. T(Aa, + Nd.) = Tim. T(M\a, + Naj,) = 7}13)10()\ T(an) + XN T(a,)) =
A T}i—{EOTm") + X nh_)rgoT(a;L) =AT(x) + N T(z).
Ceci montre que T est linéaire.
On montre maintenant que || = ||T. On a :
IT = sup{I T (x)lly | llzllx = 1} = sup{||T(2)lly | = € Aet [|lz]x = 1} = |T] .

On montre l'autre inégalité. Soit = € X tel que ||z||x = 1. Soit (a,)nen une suite dans A
qui converge vers x. Alors

I7@)lly = || lim T(an)|| = Tim [T (an)lly < lim ITU llanllx = ITI lim flan]lx =
I || i an| = U7 lellx = U7
n—00 X
Il en résulte que [T < 7. Dot |71 = 71 0

Définition. Soient (X, dy) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y une applica-
tion. On dit que f est une isométrie si

Vo, o' € X, dy(f(x), f(2) = dx(z,2").
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Théoréme 5.12. Soient (X,dx) un espace métrique, A une partie dense de X, (Y,dy)
un espace métrique complet, et f : A — Y une isométrie. Alors f se prolonge de facon
unique en une isomeétrie f : X =Y. De plus, si X est complet et f(A) est dense dans
Y, alors f est surjective.

Démonstration. L’application f est 1-lipschitzienne, donc est uniformément continue.
Par le théoreme 5.10, f se prolonge en unique application uniformément continue f : X —
Y.

Montrons que f est une isométrie. Soient z, ' € X. Soient (a,)nen €t (a),)nen deux suites
dans A qui convergent vers = et 2, respectivement. Alors

Ay (F(x), Fa')) = dy (lim flan), lim f(al)) = lim dy(f(an), f(a) =

lim dx(ay,,a,) =dx (hm ay, lim (z'n> =dx(z,2').
n—oo n—oo n—oo

Ceci montre que f est une isométrie.

On suppose maintenant que X est complet et f(A) est dense dans Y. Soit y € Y.
Comme f(A) est dense, il existe une suite (b,),eny dans f(A) qui tend vers y. Pour tout
n € N on choisit a, € A tel que b, = f(a,). Comme (b,)nen est une suite de Cauchy
et dy (b, by) = dx(an, a,,) pour tous n,m € N, la suite (a,)nen est une suite de Cauchy
dans A. Comme X est complet, cette suite admet une limite x € X. Alors

f(z) = lim f(a,) = lim b, =y.

n—oo n—o0

Ceci montre que f est surjective. ]

5.4 Complété d’un espace métrique
Définition. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. On dit que (Y, dy) est un
complété de (X, dx) si on a les propriétés suivantes.

(a) X CVY, et dy est la restriction de dy a X.

(b) (Y,dy) est complet.

(c) X est dense dans Y.

Exemple. R est le complété de Q.

Théoréme 5.13. Soit (X, dx) un espace métrique.
(1) L’espace (X,dx) admet un complété (Y,dy).

(2) Si (Y,dy) et (Z,dz) sont deuzx complétés de (X,dx), alors il existe une isométrie
bijective f :Y — Z dont la restriction a X est lidentité.
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Démonstration. On construit un complété (Y, dy) de (X,dx) en plusieurs étapes (as-
sertions 1 a 8). On note C I'ensemble des suites de Cauchy dans X.

Assertion 1. Soient u = (Zy)nen €t v = (Yn)nen deux éléments de C. Alors la suite
(dx (T, Yn))nen est une suite de Cauchy dans R.

Démonstration de ['assertion 1. Soit € > 0. 1l existe N € N tel que, pour tous n,m € N,
sin,m > N, alors dx(Tn, Tm) < 5 et dx(Yn, ym) < 5. Soient n,m € N tels que n,m > N.
On a

19
dx(Tn, Yn) < dx(Tn, Tm) +dx (Tm, Ym) +dx (Yn, Ym) < dx($m,ym)+2§ = dx(Tm, Ym) +€,

donc dx(n,yn) — dx(Tm,ym) < €. De méme, dx(Tm,Ym) — dx(zn,yn) < &, donc
|dx (20, Yn) — dx(Tm, Ym)| < €. Ceci finit la démonstration de l'assertion 1.

Soient u = (Tp)neny €t v = (Yn)nen deux éléments de C. Par Passertion 1, la suite
(dx(Zn, Yn))nen est une suite de Cauchy, donc elle admet une limite, car R est complet.
On note d¢(u,v) cette limite.

Assertion 2.
(1) Soient u,v € C. Alors d¢(u,v) = de(v,u).
(2) Soient u,v,w € C. Alors de(u,w) < de(u,v) + de(v, w).

Démonstration de l’assertion 2. Soient u = (Zp)nen, ¥ = (Yn)nen €t W = (2,)nen trois
éléments de C. Alors

de(u,v) = nhjEO dx(xp,yn) = Tllggo dx (Yn, xy) = de(v,u) .
Par ailleurs, comme, pour tout n € N, on a dx(z,, 2,) < dx(Tn, Yn) + dx (Yn, 2n),
de(w,w) = T (dx (g, 20)) < T (dx (0, yn) + (g 20)) =
Tim (d (0, yn) + T (A (s 20) = defu,0) + de(v, w)
Ceci finit la démonstration de I’assertion 2.

Soit ~ la relation sur C définie par

u~v & de(u,v) =0.

Assertion 3. La relation ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration de l'assertion 3. Soient u = (Tp)nen, UV = (Yn)nen €6 W = (2 )nen trois
éléments de C. On a dx (z,, x,) = 0 pour tout n € N, donc de(u, u) = limy, o0 dx (Tp, ) =
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0, donc u ~ u. Supposons que u ~ v. Alors de¢(v,u) = de(u,v) = 0, donc v ~ u. Sup-
posons que u ~ v et v ~ w. Alors

0 < de(u,w) < de(u,v) + de(v,w) =0,
donc de(u,w) =0, donc u ~ w. Ceci finit la démonstration de 'assertion 3.

On pose Y = C/ ~ et, pour u € C, on note [u] la classe de u dans Y. Soient o, 5 € Y.
On choisit u € a et v € B et on pose dy («, 8) = de(u,v).

Assertion 4. Soient «, f € Y. La définition de dy («, ) ne dépend pas du choix de u € «
et vep.

Démonstration de ['assertion 4. Soient u,u’ € « et v,v' € . Comme de(u,u’) =
de(v,v") =0, on a

de(u,v) < de(u,u’) + de(u',v") + de(v,v') = de(u',v').

De méme, de(u',v") < de(u,v), donc de(u,v) = de(uw',v"). Ceci finit la démonstration de
’assertion 4.

Assertion 5. (Y, dy) est un espace métrique.
Démonstration de ’assertion 5. Soient o, 8,7 € Y. Soient u € a, v € f et w €. On a
dy(a,0) =0 < de(u,v) =0 & u~v & a=f.

Par ailleurs,
dY(aaﬁ) - dc(U,U) = dC(”?”) - dy(B,Oé) :

Finalement,

dy (a,v) = de(u, w) < de(u,v) + de(v,w) = dy (o, 8) + dy (5, 7) -
Ceci finit la démonstration de 1’assertion 5.
Assertion 6. (Y, dy) est complet.

Démonstration de [’assertion 6. Soit (ay,)neny une suite de Cauchy dans Y. Pour tout
n € N on choisit u, = (Tgn)rkeny € @,. Comme (2, )ren est une suite de Cauchy, il
existe N, € N tel que, si k,l > N, alors d(zg,21,) < 27". Pour tout n € N on pose

Yn = TN, n-

Montrons que (Y, )nen est une suite de Cauchy. Soit ¢ > 0. Comme (o, )nen est une suite
de Cauchy, il existe N € N tel que, si n,m > Ny, alors dy (o, aum) = de(Un, un) < 5. Soit
N e€Ntel que N> N et 27V < 5. Soient n,m € N tels que n,m > N. Comme la suite
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(dx (T, Thm) ) ken converge vers de(tn, uy,) on peut choisir un k£ € N tel que k > N,
k Z Nm et dX(xk,ank,m) S dc(un,um) + f_l AlOl"S

dX(yna ym) = dX(mNn,na me,m) S dX (an,na xk,n) + dX(mk,na xk,m) + d(xk:,mv me,m) S

g 3 19 g g
27" 4+ d T4 ITM < S —=¢.
+c(un,um)+4+ <4+4+4+4 5

On pose v = (Yn)nen € C et § = [v] € Y. Montrons que (a,)nen converge vers 8 dans
Y. Soit € > 0. Comme (y,)nen est une suite de Cauchy, il existe Ny € N tel que, pour
tous n,m € N, si n,m > Ny, alors dx (Yn, Ym) < . On choisit N € N tel que N > N et
27N < 5. Soit n € N tel que n > N. La suite (dx(Tgn, Y&))ren converge vers de(un,v),
donc on peut trouver un k € N tel que k > Ny, k > N, et de(un,v) < dx(Trn, yr) + 5-
Alors
5 5
dy (an, ) = de(un, v) < dx (Tpn, Yr) + 3 < dx(Tkns Yn) + dx (Y, yr) + 3 <
2¢ 2¢e e 2e

d ns W)+ —<2"+ — < -4+ —=¢.
x (, 33Nn,)+3 +3<3+3 €

Ceci finit la démonstration de ’assertion 6.
Pour z € X, on note u(z) la suite constante en x et ¢(z) = [pu(x)] € Y.
Assertion 7. L’application ¢ : X — Y est une isométrie.
Démonstration de ’assertion 7. Soient x,y € X. Alors, clairement,

dy (@(x),0(y)) = de(p(z), p(y)) = dx(z,y) -
Ceci finit la démonstration de 1’assertion 7.
Assertion 8. ¢(X) est dense dans Y.

Démonstration de l'assertion 8. Soit a € Y. Soit u = (Tp)neny € . Alors (x,)nen est
une suite de Cauchy dans X et ¢ est une isométrie, donc (¢(z,))nen est une suite de
Cauchy dans ¢(X). On va montrer qu’elle converge vers a. Soit € > 0. Comme (x,,)nen
est une suite de Cauchy, il existe N € N tel que, pour tous n,m € N, si n,m > N,
alors dx (T, Tm) < 5. Soit n € N tel que n > N. La suite (dx(7,,71))ren converge vers
de(p(y), u), donc on peut choisir & > N tel que de(p(7y), u) < dx(Tn, 2x) + 5. Alors

£ 15 e
dy(gO(l’n),Oé) = dc(u(xn),u) < dx(l’n,l’k) —+ 5 < 5 + 5 =£.

Ceci finit la démonstration de ’assertion 8.

Conclusion. (Y, dy) est un complété de (X, dx).

On suppose maintenant que (Y, dy) et (Z,dz) sont deux complétés de X. On considere
I’application identité ¢ : X — Z, x — x. Par le théoreme 5.12, ¢ se prolonge en une
isométrie f : Y — X et cette isométrie est bijective. O
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6 Connexité

6.1 Définition et premieres propriétés

Définition. Soit (X, d) un espace métrique non vide. On dit que (X, d) est conneze si,
pour tous ouverts U,V C X telsque UUV =X et UNV =0, onalU =X et V =10, ou
U=0etV=X.

Proposition 6.1. Soit (X,d) un espace métrique non vide. Alors (X,d) est conneze si
et seulement si les seules parties de X qui sont a la fois ouvertes et fermées sont X et ().

Démonstration. Supposons que X est connexe. Soit A une partie de X qui est a la fois
ouverte et fermée. Posons B = X \ A. Comme A est fermée, B est ouverte. A et B sont
ouverts, AUB = X et AN B = () donc, par définition, A = X ou A = (.

Supposons que les seules parties de X qui sont & la fois ouvertes et fermées sont X et ().
Soient U et V deux ouverts de X tels que UUV = X et UNV = (). Comme V est ouvert
et U=X\V, U est aussi fermé. Alors U =X (et V=10),oulU =0 (et V = X). O

Théoréme 6.2. Soit (X,d) un espace métrique non vide. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) (X,d) est connexe.
(b) Toute fonction continue f: X — Z est constante.

(c) Toute fonction continue g : X — {0,1} est constante.

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que (X, d) est connexe. Soit f : X — Z une
application continue. On choisit zg € X et on pose n = f(z0). Ona {n} = ZNjn—3, n+3,
donc {n} est ouvert, donc A = f~1(n) est ouvert. Par ailleurs, tout singleton dans un
espace métrique est fermé, donc {n} est fermé, donc A = f~1(n) est fermé. On a montré
que A est fermé et ouvert, donc A = X ou A = 0. Mais A # (), car 7o € A, donc A = X.
Ceci montre que f est I’application constante en n.

(b) = (¢) : On suppose que toute application continue f : X — Z est constante. Soit
g : X — {0,1} une application continue. Comme {0,1} C Z, g est constante par
hypothese.

(¢) = (a) : On suppose que toute application continue f : X — {0,1} est constante.
Soient U, V deux ouverts de X tels que UUV = X et UNV = (). On définit f : X — {0,1}
par f(z) =0sixz € Uet f(x) =1siz € V. Les ouverts de {0,1} sont ), {0}, {1} et
{0,1}. On a

O =0, 70y =U, f{1) =V, f{0,1}) =X,

donc, si A est un ouvert de {0,1}, alors f~'(A) est ouvert. Ceci implique que f est
continue. Par hypothese, f doit étre constante. Si f est constante en 0, alors U = X et
V' =1(. Si f est constante en 1, alors U = () et V' = X. Donc, (X, d) est connexe. O
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Définition. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On dit que A est
conneze si (A,d4) est connexe, ou d4 désigne la restriction de d a A.

Proposition 6.3. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et f : X — Y une
application continue. Si X est conneze, alors f(X) est conneze.

Démonstration. Soit g : f(X) — {0, 1} une application continue. L’application go f :
X — {0, 1} est continue et X est connexe, donc elle est constante. Cela implique que g
aussi est constante. Ceci montre que f(X) est connexe. [l

Proposition 6.4. Soient (X, d) un espace métrique, et A, B deuz parties de X telles que
AC BCA. Si A est connexe, alors B est conneze.

Démonstration. On suppose que A est connexe. Soit f : B — {0,1} une fonction
continue. Comme A est connexe, la fonction f est constante sur A. Il existe donc
e € {0,1} tel que f(a) = ¢ pour tout a € A. Soit b € B. Comme b € A, il existe une
suite (an)neny dans A qui converge vers b. Par continuité, la suite (f(a,))nen converge vers
f(b). Mais f(a,) = ¢ pour tout n € N, donc f(b) =e. D’ou f est constante en . Ceci
montre que B est connexe. O

Théoreme 6.5. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques. On munit X x Y de
la métrique produit d.. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) X XY est conneze.
(b) X etY sont connezes.

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que X XY est connexe. On note 7x : X XY —
X la projection sur la premiere composante. Alors, comme X = 7wx(X x Y), par la
proposition 6.3, X est connexe. On montre de la méme fagon que Y est connexe.

(b) = (a) : Supposons que X et Y sont connexes. Soit f : X xY — {0,1} une
application continue. Comme X est connexe, pour tout yo € Y, 'application X — {0, 1},
x +— f(x,y), est constante. En d’autres termes, pour tous z1,292 € X et yop € Y, on a

f(z1,90) = f(22,%0). De méme, pour tous 79 € X et y1,y2 € Y, ona f(wo,y1) = f(0,92).
Soient x1,x9 € X et y1,y2 € Y. Alors

f(xlayl) = f(ﬂUz, yl) = f(ZU2, yz) .

D’ou f est constante. Ceci montre que X X Y est connexe. O

6.2 Connexité dans R

Définition. Soit I une partie de R. On dit que I est un intervalle si :

Vo,y,z€R, (z,yeletr<z<y)=zel.
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Théoréme 6.6. Soient I un intervalle et f : I — R une application continue. Alors f(I)
est un intervalle.

Démonstration. Soient z,y,z € R tels que z,y € f(I) et x < z < y. On doit montrer
que z € f(I). On choisit s,t € I tels que f(s) =x et f(t) =y. On suppose que s < t. Le
cas s >t se traite de la méme fagon. Soit

A={ue€lst]| f(v) <z pour tout v € [s,ul}.

On as € A, donc A # (), et A est majorée par t. Donc A admet une borne supérieur,
w = sup(A). Il existe une suite (u,),eny dans A qui converge vers w. La suite (f(up,))nen
converge vers f(w) et f(u,) < z pour tout n € N, donc f(w) < z. On montre que
f(w) = z par 'absurde. Supposons que f(w) < z. Remarquer que f(t) =y > z, donc
w < t. On choisit € > 0 tel que f(w) < f(w) + e < z. Par continuité, il existe 6 > 0
tel que, si u €jw — §,w + §], alors f(u) €]f(w) — ¢, f(w) + ¢[. On peut choisir § de sorte
que w < w—+ 9 < t. Soit u = w + g. Alors, pour tout v € [s,u], on a f(v) < z, donc
u € A. Ceci contredit le fait que w soit la borne supérieure de A. On en conclue que
fw) = z. O

Théoreme 6.7. Soit A une partie de R. Alors A est conneze si et seulement si A est un
intervalle.

Démonstration. On démontre que, si A n’est pas un intervalle, alors A n’est pas con-
nexe. On suppose donc que A n’est pas un intervalle. Il existe x,y, z € R tels que z,y € A,
r<z<yetzgA Posons U =] —o0,z[NA et V =]z, +00[NA. Alors U et V sont des
ouverts de A, UUV = A, UNV =0, U #Qcarx € U, et V # () car y € V. Ceci montre
que A n’est pas connexe.

On démontre maintenant que, si A est un intervalle, alors A est connexe. Supposons que
A est un intervalle. Soit f : A — {0,1} C R une application continue. Si f n’est pas
constante, il existe to,t; € A tels que f(ty9) = 0 et f(t1) = 1. Par le théoreme 6.6, il existe

1

t entre ty et ¢; tel que f(t) = 5 : absurde. Donc f est constance. Ceci montre que A est

connexe. n
6.3 Composantes connexes

Proposition 6.8. Soit (X,d) un espace métrique. Soit (U;);cr une collection de parties
connezes de X telle que (\,c; Ui # 0. Alors U = J,.; U; est conneze.

el icl

Démonstration. Soit f : U — {0,1} une application continue. On choisit x € (,.; U;
et on pose ¢ = f(x). Soit y € U. Soit i € I tel que y € U;. Comme U; est connexe
et x,y € U;, on a f(y) = f(x) = e. Donc f est constante. Ceci montre que U est
connexe. [
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Définition. Soient (X, d) un espace métrique et x € X. La composante connexe de x,
notée C'(z), est la réunion de toutes les parties connexes de X qui contiennent x.

Proposition 6.9. Soient (X,d) un espace métrique et v € X. Alors C(z) est conneze et
fermé.

Démonstration. C(x) est la réunion de toutes les parties connexes qui contiennent z,
donc C(z) est connexe par la proposition 6.8. On sait par la proposition 6.4 que C(z)
est connexe donc, par définition, C(z) C C(z). Ceci implique que C(z) = C(z) donc que
C(z) est fermé. O

Théoréme 6.10. Soient (X,d) un espace métrique et x,y € X. Alors C(z) N C(y) =0
ou C(x) = C(y).

Démonstration. Supposons que C(z) N C(y) # 0. Alors, par la proposition 6.8, C'(x) U
C(y) est connexe. Ceci implique que (C(x) U C(y)) C C(x), car z € C(x) U C(y), donc
C(y) € C(z). On montre de la méme fagon que C'(x) C C(y), donc C(x) = C(y). O

6.4 Connexité par arcs

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et z,y € X. Un chemin reliant x a y est
une application continue v : [0, 1] — X telle que v(0) =z et y(1) = y.

Définition. Soient (X, d) un espace métrique, x,y,z € X, 71 : [0,1] — X un chemin
reliant  a y et 72 : [0, 1] — X un chemin reliant y & z. Alors v = 173 : [0,1] = X est
I’application définie par

IAIN
)—ll\’)h—t

(21 sio<t
() = { 12(215— 1) i Loy

Proposition 6.11. Soient (X,d) un espace métrique, x,y,z € X, v : [0,1] = X un
chemin reliant x ay ety : [0,1] = X un chemin relianty a z. Alors~y = 172 : [0,1] = X
est continue, donc est un chemin reliant x a z.

Démonstration. Il est clair que v est continue en tout ¢ # % Reste a démontrer que ~
est continue en t = % Soit € > 0. Il existe 0 > 0 tel que :

e sitel0,1]et|l—t <o,alorsd(y(t),y) <e,
e sitel0,1] et |t| <9, alors d(ya(t),y) < e.

Soit t € [0,1] tel que |t — 1| < 2. Sit¢ < 1, alors y(t) = ~1(2t), donc d((t),y) =
d(7(2t),y) < e, car |2t — 1] < 4. Sit > g5, alors y(t) = 72(2t — 1), donc d(v(t),y) =
d(y2(2t = 1),y) <e, car [(2t — 1)| < 0. O

Proposition 6.12. Soit (X, d) un espace métrique. Alors la relation “étre reliés par un
chemin dans X7 est une relation d’équivalence sur X.
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Démonstration. On note ~ la relation sur X “étre reliés par un chemin dans X”. Soit
x € X. Soit ¢, : [0,1] = X, t — x, le chemin constant en z. Alors ¢, relie z a x, donc
x ~ x. Solent x,y € X tels que x ~ y. Soit v : [0,1] — X un chemin reliant x & y. Soit
v 10,1] = X, t — v(1 —t). Alors 4/ est un chemin reliant y & x, donc y ~ . Soient
z,y,z € X tels que z ~ y et y ~ z. Soient 7, : [0,1] — X un chemin reliant z a y et
72 : [0,1] = X un chemin reliant y a z. Alors, par la proposition 6.12, vy : [0,1] — X
est un chemin reliant x a z, donc x ~ z. O

Définition. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est connexe par arcs si
deux points quelconques de X sont reliés par un chemin.

Théoréme 6.13. Soit (X,d) un espace métrique non vide. Si (X,d) est connexe par
arcs, alors (X, d) est conneze.

Démonstration. On suppose que (X, d) est connexe par arcs. Soit f: X — {0,1} une
application continue. On choisit g € X et on pose ¢ = f(zg). Soit z € X. Comme
X est connexe par arcs il existe un chemin v : [0,1] — X reliant xy a z. L’application
fov:]0,1] — {0,1} est continue et [0,1] est connexe, donc f oy est constante. En
particulier, f(z) = (fov)(1) = (f o¥)(0) = f(zo) = €. Donc, f est constante. Ceci
montre que X est connexe. O

Proposition 6.14. Soient (X,d) un espace métrique et (A;);er une famille de parties de
X connexes par arcs telle que (\;,c; Ai # 0. Alors A = J,c; Ai est conneze par arcs.

Démonstration. On fixe a € (),.; A;. Soient z,y € A. Soient 4,5 € I tels que z € A;
et y € A;. Comme a,x € A; et A; est connexe par arcs, il existe un chemin v, : [0,1] —
A; C A reliant & a. Comme a,y € Aj et A; est connexe par arcs, il existe un chemin
Y2 0 [0,1] = A; C A reliant a & y. Alors 7172 : [0,1] — A est un chemin reliant & y.
Ceci montre que A est connexe par arcs. O

Définition. Soient (X, d) un espace métrique et x € X. La composante connexe par arcs
de x, notée C'A(X), est la réunion de toutes les composantes connexes par arcs de X qui
contiennent .

Proposition 6.15. Soient (X, d) un espace métrique et x € X. Alors CA(z) est connexe
par arcs.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 6.14. O]

Proposition 6.16. Soient (X, d) un espace métrique et x,y € X. alors CA(x) = CA(y)
ou CA(x) N CA(y) = 0.

Démonstration. Supposons que C'A(xz) N CA(y) # 0. Par la proposition 6.14, CA(z) U
C'A(y) est connexe par arcs, et x € CA(z) U CA(y), donc (CA(z) UCA(y)) C CA(x),
donc CA(y) C CA(z). De méme, CA(z) C CA(y), donc CA(z) = CA(y). O
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Proposition 6.17. Soient

A {(t,SmG)) ]te]O,l]} CI—{0}x[-1,1], B=TIUA.

Alors A est connexe par arcs, l'adhérence de A est B, et B est connexe mais non connexe
par arcs.

Démonstration. Exercice. O
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